
第二章 线性算子

引理 4.7 设 A ∈ L(V ), U1, U2 是非平凡 A-子空间, 且

V = U1 ⊕ U2. 设 ϵ1, . . . , ϵd1 是 U1的基, δ1, . . . , δd2 是 U2的

基. 则在 V 的基底 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2 下 A的矩阵是

A =

A1 O

O A2

 ,

其中 Ai ∈ Mdi(F )是 AUi
在对应基下的矩阵, i = 1, 2. 进

而 µA = lcm(µAU1
, µAU2

) (取首一的最小公倍式).

证明. 注意到 V = U1 ⊕ U2蕴含 d1 + d2 = n(= dim(V ))且

ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2 线性无关. 所以 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2

是 V 的一组基. 对 i ∈ {1, 2, . . . , d1}, A(ϵi) ∈ U1, A(ϵi)是

ϵ1, . . . , ϵd1 的线性组合, 它关于 δ1, . . . , δd2 的坐标都是零.

于是, 存在 A1 ∈ Md1(F )使得

(A(ϵ1), . . . ,A(ϵd1)) = (ϵ1, . . . , ϵd1)A1.

类似地, 存在 A2 ∈ Md1(F )使得

(A(δ1), . . . ,A(δd1)) = (δ1, . . . , δd2)A2.

于是 Ai是 AUi
在对应基底下的矩阵, i = 1, 2. 进而, A在

V 的基底 ϵ1, . . . , ϵd1, δ1, . . . , δd2下的矩阵等于 A.
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设 p = lcm(µAU1
, µAU2

). 由上一讲命题 4.3,

µAU1
|µA 和 µAU2

|µA.

于是 p|µA. 又因为 µAU1
|p, µAU2

|p, 所以 p(AU1) = O 和
p(AU2) = O. 于是

p(A) =

p(A1) O

O p(A2)

 =

O O

O O

 .

由此和上一讲引理 3.5, µA|p. 再由首一性可得 p = µA. □

例 4.8 设

A =

1 0

0 0

 .

计算 µA.

解. 由上述引理

µA = lcm(µ(1), µ(0)) = lcm(t− 1, t) = (t− 1)t. □

例 4.9 设A ∈ L(V )满足 ker(A)⊕im(A) = V . 设 e1, . . . , er

是 im(A) 的一组基, er+1, . . . , en 是 ker(A) 的一组基. 则

e1, . . . , er, er+1, . . . , en是V 的一组基.因为 im(A)和 ker(A)

都是A-子空间, 且A(ej) = 0, j = r+ 1, r+ 2, . . . , n, 所以

A在该基底下的矩阵是

A =

B O

O O

 ,
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其中 B ∈ Mr(F ) 满秩. 当 r = n 时, B = A. 否则,

µA = lcm(µB, t).

定理 4.10 设A ∈ L(V ), U1, . . . , Uk是非平凡A-子空间满

足 V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk. 设 Zi是 Ui的一组基, i = 1, . . . , k.

则 A在 V 的基底 Z1 ∪ · · · ∪ Zk 下的矩阵

A =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Ak

 ,

其中 Ai是 AUi
在 Zi下的矩阵, i = 1, 2, . . . , k. 进而,

µA = lcm(µAU1
, . . . , µAUk

).

证明. 对 k归纳. 当 k = 1时, 定理显然成立. 设 k > 1且

k−1时定理成立. 设W = U1⊕· · ·⊕Uk−1. 则 V = W ⊕Uk,

Y = Z1∪· · ·∪Zk−1是W 的基.由引理 4.7,A在基底W∪Zk

下的矩阵是

A =

B O

O Ak

 ,

其中 B 是 AW 在 Y 下的矩阵, Ak 是 AUk
在 Zk 下的矩阵,

且 µA = lcm(µAW
, µAUk

).
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对AW , W , U1, . . . , Uk−1用归纳假设得

B =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · Ak−1

 ,

其中 Ai 是 AUi
在 Zi 下的矩阵, i = 1, 2, . . . , k − 1. 进而,

µAW
= lcm(µAU1

, . . . , µAUk−1
).于是, A是所要求的形式. 注

意到

lcm
(
µAU1

, . . . , µAUk

)
= lcm

(
lcm

(
µAU1

, . . . , µAUk−1

)
, µAUk

)
= lcm(µAW

, µAUk
) = µA. □

5 不可分子空间

定义 5.1 设A ∈ L(V ), U 是A-子空间. 如果 U 不能写成

两个非零的 A-子空间的直和, 则称 U 是 A-不可分的.

命题 5.2 设 A ∈ L(V ). 则 V 是有限个 A-不可分子空间

的直和.

证明. 设 n = dim(V ). 我们对 n归纳. 当 n = 1时, V 本

身是 A不可分的. 定理显然成立. 设 n > 1且当空间维

4



数小于 n时定理成立. 如果 V 是 A不可分的, 则定理成

立. 否则存在两个非零 A-子空间 U,W 使得 V = U ⊕W .

则 dim(U)和 dim(W )的维数都小于 n. 由归纳假设, U =

U1 ⊕ · · · ⊕ Uk, 其中 Ui是 AU 不可分的, 从而也是 A不可
分的. 同样, W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wℓ, 其中Wj 是 AW 不可分

的, 从而也是A不可分的. 于是

V = U ⊕W = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wℓ. □

6 核核分解

定理 6.1 设 A∈Hom(V, V ), f∈F [x]且 f (A)=O. 如果

f = pq

其中 p, q ∈ F [x]互素, 则

V = ker(p(A))⊕ ker(q(A)).

证明. 见本学期第一讲定理 5.17. □

定理 6.2 设 A∈Hom(V, V ), f∈F [x]且 f (A)=O. 如果

f = p1 · · · pm,

其中 p1, . . . pm ∈ F [x]两两互素, 则

V = K1 ⊕ · · · ⊕Km,

其中 Ki = ker(pi(A)), i = 1, . . . ,m.
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证明. 对m归纳. 当m = 1时结论是平凡的. 设m > 1且

结论对m−1成立. 令 q = p1 · · · pm−1. 因为 gcd(pi, pm) = 1,

i = 1, . . . ,m, 所以 gcd(q, pm) = 1. 根据上述定理,

V = W ⊕Km, 其中W = ker(q(A)). (1)

设 B = A|W . 对任意w ∈ W , B(w) = A(w). 故

q(A)(B(w)) = q(A)A(w) = Aq(A)(w) = A(0) = 0.

于是, B(w) ∈ W . 即 B ∈ Hom(W,W ). 对任意w ∈ W ,

q(B)(w) = q(A)(w) = 0.

由此可知, q(B) = O. 根据归纳假设, 我们有

W = ker(p1(B))⊕ · · · ⊕ ker(pm−1(B)). (2)

下面验证:

ker(pi(B)) = Ki, i = 1, . . . ,m− 1. (3)

设w ∈ ker(pi(B)). 则 0=pi(B)(w)=pi(A)(w). 故w∈Ki.故

ker(pi(B)) ⊂ Ki. 设 v ∈ Ki. 则 q(A)(v) = 0. 故 v ∈ W . 由

此得出, 0 = pi(A)(v) = pi(B)(v). 从而, v ∈ ker(pi(B)). 故
Ki ⊂ ker(pi(B)). 等式 (3)成立.

根据等式 (1), (2)和 (3), 定理成立. □
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定理 6.3 (核核分解定理之极小多项式版) 设 A ∈ L(V ),

µA = pm1
1 · · · pms

s , 其中 p1, . . . , ps ∈ F [t] \F , 不可约且两两

互素, m1, . . . ,ms ∈ Z+. 令

Ki = ker(pmi
i (A)), i = 1, 2, . . . , s.

则

V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks,

且 A|Ki
的极小多项式是 pmi

i , i = 1, . . . , s.

证明. 上述定理蕴含 V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks.

设 Ai = A|Ki
. 因为对任意 v ∈ Ki, p

mi
i (vi) = 0. 所以

Ai的极小多项式 µi整除 pmi
i (引理 3.2). 因为 pi不可约,所

以 µi = pkii , 其中 1 ≤ ki ≤ mi. 由定理 4.10可知,

µA = lcm
(
pk11 , . . . , p

ks
s

)
.

因为 p1, . . . , ps 两两互素, 所以 µA = pk11 · · · pkss . 由多项式
不可约分解的唯一性得出 ki = mi, i = 1, . . . , s.

例 6.4 设 A 是数乘算子. 则 µA(t) = t − λ, 其中 λ ∈ F .

故 V = ker(A− λE). 故 A = λE. 于是, A 在任何基底下
的矩阵都是 λE.

例 6.5 设 A 是幂等算子, A ̸= O, A ̸= E. 则 µA(t) =

t2− t = t(t− 1). 故 V = ker(A)⊕ ker(A−E). 设 ker(A) 的
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一组基是 e1, . . . , ed, ker(A − E) 的一组基是 ed+1, . . . , en.

则 A(ei) = 0, i = 1, . . . , d, A(ej) = ej, j = d + 1, . . . , n.

故 A 在 V 的基底下的矩阵是O O

O En−d

 .

例 6.6 设 A ∈ L(V ) 是幂零算子. 则 µA(t) = tk, 其中 k

是某个正整数. 则 V = ker(Ak). 不提供任何关于 A 的矩
阵表示的信息.

定义 6.7 设 A∈L(V ),v∈V, f (t)∈F [t]. 如果 f (A)(v)=0,

则称 f (t)是通过 A零化 v的多项式. 非零、次数最小的

通过 A 零化 v 的多项式称为通过 A 零化 v 的极小多项

式. 该极小多项式记为 µA,v, 它通常是首一的.

注意到 µA(A)(v) = O(v) = 0. 于是, µA,v 存在. 设

f (A)(v) = 0. 由多项式带余除法可知

f (t) = q(t)µA,v(t) + r(t),

其中 q, r ∈ F [t], deg(r) < deg(µA,v). 带入A得

O = q(A)µA,v(A) + r(A).

两侧同时作用在 v上得到

0 = q(A)µA,v(A)(v) + r(A)(v) = 0 + r(A)(v).
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于是, r(A)(v) = 0. 因为 deg(r) < deg(µA,v), 所以 r(t) = 0.

由此得出 µA,v|f . 特别地, µA,v|µA.

命题 6.8 (科斯特利金第二卷第56页习题 9)设A ∈ L(V ).

则存在 v ∈ V 使得 µA,v = µA.

证明. 先设 µA = pk, 其中 p ∈ F [t]不可约和首一. 因为

µA,v|µA且 p不可约, 所以 µA,v = pmv, 其中 1 ≤ mv ≤ k.

假设不存在 v使得mv = k. 则对任意 v ∈ V , mv ≤ k − 1.

于是 pk−1 = qvµA,v, 其中 qv ∈ F [t]. 我们有

pk−1(A) = qv(A)µA,v(A)

⇒ pk−1(A)(v) = qv(A)µA,v(A)(v)

= qv(A) (µA,v(A)(v)) = 0.

由 v的任意性得出 pk−1(A) = O. 矛盾. 故当 µA = pk 时,

结论成立.

下面考虑一般情形. 设µA = pm1
1 · · · pms

s ,其中 p1, . . . , ps ∈
F [t] \ F , 不可约且两两互素, m1, . . . ,ms ∈ Z+. 令

Ki = ker(pmi
i (A)),Ai = A|ki, µi = µAi

, i = 1, 2, . . . , s.

由定理 6.3,

V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks

且 µi = pmi
i . 由上述证明可知存在 vi ∈ Ki使得 µAi,vi = µi,

i = 1, 2, . . . , s.
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令 v = v1 + · · · + vs. 则,

0 = µA,v(A)(v) = µA,v(A)(v1) + · · · + µA,v(A)(vs).

因为 V = K1 ⊕ · · · ⊕Ks, 且每个 Ki都是 A不变的, 所以

µA,v(A)(vi) ∈ Ki. 由直和的基本性质(见第一章第一讲定

理 1.11 (ii)), µA,v(A)(vi) = 0. 于是, µAi,vi|µA,v. 由此可知,

µAi
|µA,v, i = 1, 2, . . . , s. 从而 µA = lcm(µA1, . . . , µAs)|µA,v.

又因为 µA,v|µA. 我们有 µA = µA,v. □

例 6.9 设 A 是数乘算子. 则 µA(t) = t − λ, 其中 λ ∈ F .

设 v ∈ V 且 v ̸= 0. 则 µA,v(t) = t− λ.

例 6.10 设 A 是幂等算子, A ≠ O, A ≠ E. 则 µA(t) =

t2 − t = t(t − 1). 设 v = x + y, 其中 x ∈ ker(A), y ∈
ker(A− E) (见例 6.5) 再设 x ̸= 0 且 y ̸= 0. 则 A(v) ̸= 0

且 (A− E)(v) ̸= 0. 故 µA,v(t) = t(t− 1).

例 6.11 设 A ∈ L(V ) 是幂零算子. 则 µA(t) = tk, 其中 k

是某个正整数. 设 v /∈ ker(Ak−1. 则 µA,v = tk.

7 特征向量和特征值

在本节中, V 是域 F 上的有限维线性空间且 dim(V )>0.
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7.1 特征向量

定义 7.1 设 A ∈ L(V ), v ∈ V \ {0}. 如果 ⟨v⟩是 A子空
间, 则称 v是 A的一个特征向量 (eigenvector).

命题 7.2 设 A ∈ L(V ), v ∈ V \ {0}. 则下列结论等价:

(i) v是 A的特征向量;

(ii) A(v) ∈ ⟨v⟩;

(iii) 存在 λ ∈ F 使得 A(v) = λv.

证明. (i) =⇒ (ii) 显然.

(ii) =⇒ (iii) 因为 A(v) ∈ ⟨v⟩, 所以存在 λ ∈ F 使得

A(v) = λv.

(iii) =⇒ (i) 设 x ∈ ⟨v⟩. 则存在 α ∈ F 使得 x = αv.

于是,

A(x) = A(αv) = αA(v) = αλv ∈ ⟨v⟩ =⇒ ⟨v⟩是A不变的. □

根据上述命题非零 v 是 A 特征向量当且仅当存在
λ ∈ F 使得A(v) = λv. 我们称 λ是关于特征向量 v的特

征值 (eigenvalue). 简称 A的特征值. 反之, 设 λ ∈ F 是 A
的特征值. 令

V λ = {x ∈ V | A(x) = λx}
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称为A关于 λ的特征子空间(eigenspace). 下面我们来验证

V λ是A-子空间.

设 α, β ∈ F , x,y ∈ V λ. 则

A(αx+βy) = αA(x)+βA(y) = αλx+βλy = λ(αx+βy).

由此可知 αx + βy ∈ V λ. 即 V λ是子空间. 因为

A(x) = λx ∈ V λ,

所以 V λ是A不变的.

例 7.3 设D是 R[x](n)中的导数算子. 求D所有特征值和
特征向量.

解. 设 f = fdx
d + · · ·+ f1x+ f0, 其中 fd, . . . , f1, f0 ∈ R且

fd ̸= 0. 如果 D(f ) = λf , 其中 λ ∈ R. 则

dfdx
d−1 + · · · + f1 = λ(fdx

d + · · · + f1x + f0).

上式成立当且仅当 λ = 0且 d = 0. 于是, f 是D的特征向
量当且仅当 f ∈ R \ {0}. 这些特征向量对应的特征值都
等于 0. 而 V 0 = R. □

7.2 特征多项式

当我们把矩阵 A ∈ Mn(F )看成 L(F n)中由 A(x) = Ax定

义得线性算子时, 我们同样有矩阵 A的特征向量, 特征值

和特征子空间的概念.
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设 A ∈ Mn(F ), x = (x1, . . . , xn)
t ∈ F n \ {0}. 则存在

λ ∈ F 使得 Ax = λx, 即 x 是 A的特征向量, 当且仅当

λ


x1
...

xn

 = A


x1
...

xn

 ⇐⇒ (λE − A)


x1
...

xn

 =


0
...

0

 .

由此推出 x是A的特征向量蕴含 det(λE − A) = 0.

定义 7.4 设 A ∈ Mn(F ), t是 F 上的未定元. 多项式

det(tE − A) ∈ F [t]

称为 A的特征多项式, 记为 χA(t).

定义 7.5 设 A ∈ Mn(F ). 特征多项式 χA 在 F 中的根

称为 A 的特征根 (eigenroots). 这些特征根的集合记为

specF (A), 称为 A在 F 中的谱 (spectrum).

矩阵的特征根就是矩阵的特征值.

例 7.6 设实二阶矩阵

A =

0 1

1 0

 , B =

0 −1

1 0

 .

求 A和 B 的所有特征根和特征向量.
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解. 直接计算得

χA(t) = det(tE − A) = det

 t −1

−1 t

 = t2 − 1

和

χB(t) = det(tE −B) = det

 t 1

−1 t

 = t2 + 1.

于是, specR(A) = {1,−1}, specR(B) = ∅. 从而 B没有实特

征根，从而没有特征向量和特征子空间.

设特征根 λ1 = 1. 它对应的特征子空间是方程组

(λ1E − A)

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 即方程组 1 −1

−1 1

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 解方程组得 V λ1 = ⟨(1, 1)t⟩. 类似地, 特征根

λ2 = −1对应的特征子空间是 V λ2 = ⟨(1,−1)t⟩.

例 7.7 设上例中矩阵 B 是复矩阵. 求它的特征值和特征

向量.

解. 由上例可知,

χB(t) = t2 + 1.
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于是, specC(B) = {
√
−1,−

√
−1}. 设特征根 λ1 =

√
−1.

它对应的特征子空间是方程组

(λ1E − A)

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 即方程组√

−1 1

−1
√
−1

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 解方程组得 V λ1 = ⟨(1,−

√
−1)t⟩. 类似地, 特征

根 λ2 = −
√
−1对应的特征子空间是 V λ2 = ⟨(1,

√
−1)t⟩.

设 χA(t) = det(tE − A) ∈ F [t]. 则 x是A的特征向量
蕴含着它对应的特征值 λ是 χA(t)的根.反之,设 λ ∈ F 是

χA(t)的根. 则方程组

(λE − A)


x1
...

xn

 =


0
...

0


由非零解 (α1, . . . , αn). 于是, v = α1e1 + · · · + αnen满足

A(v) = λv. 由此推出 λ ∈ F 是 χA(t)的根当且仅当 λ是

A的特征值.

定义 7.8 设 A ∈ Mn(F ), t是 F 上的未定元. 多项式

det(tE − A) ∈ F [t]
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称为 A的特征多项式, 记为 χA(t).

命题 7.9 矩阵特征多项式是相似不变量.

证明. 设 A,B ∈ Mn(F )且 A ∼s B. 则存在 P ∈ GLn(F )

使得 B = P−1AP . 直接计算得

det(tE−B) = det(tE−P−1AP ) = det(P−1(tE−A)P ) = det(tE−A).

即 χA = χB. □

定义 7.10 设 A ∈ Mn(F ). 特征多项式 χA 在 F 中的根

称为 A 的特征根 (eigenroots). 这些特征根的集合记为

specF (A), 称为 A在 F 中的谱 (spectrum).

矩阵的特征根就是矩阵的特征值.由命题 7.9可知, specF (A)

也是相似不变量.

命题 7.11 设 V 是复数域C上的线性空间, A ∈ L(V ). 则

A一定有特征向量.

证明. 因为 χA ∈ C[t] \C,所以 χA在 C中至少有一个根 λ

(代数学基本定理). 即A有特征根. 于是有特征向量. □

例 7.12 设 A ∈ Mn(C). 证明: A相似于一个上三角矩阵.

证明. 对 n归纳. 当 n = 1时, 结论显然成立. 设 n > 1且

n− 1时结论成立.
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考虑 A ∈ Mn(C). 把 A看成 Cn上在标准基 e1, . . . , en

下矩阵等于 A的线性算子. 有上例可知, A有一个 1维 A
子空间 ⟨u⟩. 根据第二章第二讲命题 5.3,

A ∼s

 λ ∗
O(n−1)×1 B

 ,

其中 λ ∈ C, B ∈ Mn−1(C). 根据归纳假设. 存在 P ∈
GLn−1(C)使得 P−1BP 是上三角的. 令

Q =

 1 O1×n−1

O(n−1)×1 P

 .

则 P 可逆且

Q−1

 λ ∗
O(n−1)×1 B

Q

=

 1 O1×(n−1)

O(n−1)×1 P−1

 λ ∗
O(n−1)×1 B

 1 O1×(n−1)

O(n−1)×1 P


=

 λ ∗
O(n−1)×1 P−1BP


︸ ︷︷ ︸

T

.

因为 P−1BP 已经是上三角矩阵, 所以 T 也是上三角矩阵.

显然, A ∼s T. □
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