
第五章 多项式和复数域

例 1.14 设 F 是域, A,B ∈ Mn(F ). 证明 (AB)∨ = B∨A∨.

证明. 设 A 和 B 都可逆. 则 AB 可逆. 我们有

(AB)∨ = det(AB)(AB)−1 = det(B)B−1 det(A)A−1 = B∨A∨.

设 t 是 F 上的未定元. 则

M := tE + A 和 N := tE +B

是域 F (t) 上的矩阵. det(M) 和 det(N) 都是 F [t] 中的 n

次多项式. 故它们都不等于零. 于是, M 和 N 都可逆. 由

上述结论可知

(MN)∨ = N∨M∨.

注意到 M∨, N∨, (MN)∨ 中的每个元素在 F [t] 中. 故对应

元素相等是两个多项式相等. 于是

(MN)∨|t=0 =MN∨|t=0.

而从 M 通过定义计算 M∨ 的过程只需要加法和乘法.

又因为把 t 赋值为零是同态, 所以 M∨|t=0 = (M |t=0)
∨.

换言之, A∨ = M∨|t=0. 同理 B∨ = (N∨)t=0. 类似可证

(AB)∨ = (MN)∨|t=0. 综上可知, (AB)∨ = B∨A∨. □
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1.4 多项式的除法

在本节中 F 是域.

定理 1.15 设 f, g ∈ F [x]且 g ̸= 0. 则存在唯一的多项式

q, r ∈ F [x]满足

f = qg + r 和 deg(r) < deg(g).

证明. (存在性)当 deg(f ) < deg(g)时,令 q = 0和 r = f 即

可. 否则, 设

f = fn+kx
n+k+fn+k−1x

n+k−1+· · ·+f0, g = gnx
n+gn−1x

n−1+· · ·+g0,

其中 k ≥ 0, fi, gj ∈ F 且 gn可逆.

我们对 k归纳. 当 k = 0时, 计算

f − fng
−1
n g = (fn − fng

−1
n gn)x

n + (fn−1 − fng
−1
n gn−1)x

n−1 + · · ·+ f0 − fng
−1
n g0

= (fn−1 − fng
−1
n gn−1)x

n−1 + · · ·+ f0 − fng
−1
n g0︸ ︷︷ ︸

r

再令 q = fng
−1
n . 则 f = qg + r且 deg(r) < n即可.

设 k > 0且存在性对小于 k的值都成立. 计算

f − fn+kg
−1
n xkg

= (fn+k − fn+kg
−1
n gn)x

n+k + (fn+k−1 − fn+kg
−1
n gn−1)x

n+k−1+

· · ·+ (fk − fn+kg
−1
n g0)x

k + fk−1x
k−1 + · · ·+ f0

= (fn+k−1 − fn+kg
−1
n gn−1)x

n+k−1 + · · ·+ (fk − fn+kg
−1
n g0)x

k + fk−1x
k−1 + · · ·+ f0︸ ︷︷ ︸

h

.

则 deg(h) < n + k. 由归纳假设或证明中第一段的结论可

得, 存在 q̃, r ∈ R[x]满足

h = q̃g + r 和 deg(r) < n.
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则

f = (fng
−1
n xn−k + q̃)︸ ︷︷ ︸

q

g + r.

存在性成立.

(唯一性) 再设 q′, r′ ∈ F [x]满足

f = q′g + r′ 和 deg(r′) < deg(g).

则

(q − q′)g = r′ − r. (1)

因为 deg(r) < deg(g)且 deg(r′) < deg(g), 所以

deg(r′ − r) < deg(g).

因为 lc(g)可逆, 所以

deg((q − q′)g) = deg(q − q′) + deg(g).

由此可知, (1)蕴含 q = q′. 进而, r = r′. 唯一性成立. □

沿用定理 1.15的符号, 我们称 q是被除式 f 关于除式

g的商, r是余式. 记为 quo(f, g, x)和 rem(f, g, x). 有时也

可以省略未定元 x.

例 1.16 设 f = x3 + 3x + 1和 g = 2x2 + 1是 Q[x]中的多

项式. 计算 rem(f, g, x).

解. 直接计算得

h := f − 1

2
xg =

5

2
x + 1.
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因为 deg(h) < deg(g), 所以

rem(f, g, x) =
5

2
x + 1 和 quo(f, g, x) =

1

2
x.

例 1.17 设 f = 3̄x3 + 2̄x2 + 1̄和 g = 2̄x2 + 4̄是 Z5[x]中的

多项式. 计算 quo(f, g, x)和 rem(f, g, x).

解. 注意到 2̄−1 = 3̄. 于是

h1 := f − 3̄ · 3̄xg = f − 4̄xg = 2̄x2 − x + 1̄ = 2̄x2 + 4̄x + 1̄.

h2 := h1 − g = 4̄x− 3̄ = 4̄x + 2̄.

于是,

f − 4̄xg − g = 4̄x + 2̄ =⇒ f = (4̄x + 1)g + (4̄x + 2̄).

我们得到 quo(f, g, x) = 4̄x + 1和 rem(f, g, x) = 4̄x + 2̄.

定理 1.18 (余式定理) 设 a ∈ F 和 f (x) ∈ F [x]. 则

f (a) = rem(f, x− a).

证明. 根据定理 1.15, 存在 q ∈ F [x]和 r ∈ F 使得

f (x) = q(x)(x− a) + r.

注意到把 x代换为 a是环同态. 于是, f (a) = q(a)(a−a)+r.
故 f (a) = r. □
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1.5 多项式的根

定义 1.19 设 F 和K是域,且 F 是K的子域.设 f ∈ F [x]

且 α ∈ K. 如果 f (α) = 0, 则称 α 是 f 在 K 中的一个

根(root), 即 α是方程 f (x) = 0在 K 中的一个解.

例 1.20 多项式 x2 − 2 ∈ Q[x]在 R中有根 ±
√
2, 但它在

Q中无根.

命题 1.21 设 F 是域, 且 f ∈ F [x]且 deg(f ) = n > 0. 则

(i) α ∈ F 是 f 的根当且仅当 rem(f, x− α) = 0;

(ii) f 在 F 中至多有 n个互不相同的根.

证明. (i) 由余式定理可知, f (α) = 0 ⇔ rem(f, x− α) = 0.

(ii) 对 n归纳. 当 n = 1时, f = f1x + f0, f1, f0 ∈ F

且 f1 ̸= 0. 于是, f 由唯一的根 −f0f−1
1 . 结论成立. 设结论

对 F [x]次数等于 n − 1次的多项式成立, 其中 n > 0. 如

果 f 在 F 中没有根, 则结论显然成立. 假设 α ∈ F 是 f

的一个根. 根据 (i), f (x) = g(x)(x − α), 其中 g ∈ F [x]且

deg(g) = n− 1. 由归纳假设 g在 F 中至多有 n− 1个不同

的根, 故 f 在 F 中至多有 n个不同的根. □

推论 1.22 设 F,K是域且 F 是K的子域. 设 f ∈ F [x]且

deg(f ) = n > 0. 则
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(i) α ∈ K 是 f 的根当且仅当 rem(f, x− α) = 0;

(ii) f 在 K 中至多有 n个互不相同的根.

证明. 因为 F ⊂ K, 所以 F [x] ⊂ K[x]. 故推论可由上述命

题直接得到(把系数域 F 换为K). □

例 1.23 设 f (x) ∈ F [x]的次数为 n > 0, α1, . . . , αn ∈ F

是 f (x)的 n 个互不相同的根. 证明:

f (x) = lc(f )(x− α1) · · · (x− αn).

证明. 对 n 归纳. 当 n = 1 时, f (x) = q(x−α1) (命题 1.21

(i)) 且 q ∈ F . 故 q = lc(f ). 设 n − 1 时结论成立. 当 n

时, 再利用命题 1.21 (i), 我们有

f (x) = q(x)(x− α1),

其中 q(x) 是 F [x] 中的 n− 1 次多项式. 对 i = 2, . . . , n,

0 = f (αi) = q(αi)(αi − α1).

因为 αi ̸= α1, 所以 q(αi) = 0. 由归纳假设可知

q(x) = lc(q)(x− α2) · · · (x− αn).

于是,

f (x) = lc(q)(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

而 lc(q) = lc(f ) 是显然的. □
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例 1.24 设 p 是素数. 证明: 在 Zp[x] 中,

xp − x = x(x− 1̄)(x− 2̄) · · · (x− p− 1).

证明. 根据上周讲义例 4.12, 对任意 k̄ ∈ Zp, k̄p − k̄ = 0̄.

故多项式 xp − x 在 Zp 中有 p 个不同的根. 由上例可知:

xp − x = x(x− 1̄)(x− 2̄) · · · (x− p− 1). □

2 多元多项式环

2.1 单项式与分布式表示

定义 2.1 设 R 是交换环. 交换环 R[x1][x2] · · · [xn]称为 R

上的 n元多项式环, 记为 R[x1, . . . , xn].

定理 2.2 当 R是整环时, R[x1, . . . , xn]是整环.

证明. 设 R是整环. 当 n = 1时 R[x1]是整环(上一讲定理

1.8). 对 n归纳可直接得出 R[x1, . . . , xn]也是整环. □

定义 2.3 设 R[x1, . . . , xn]是交换环 R上的多项式环. 令

Xn =
{
xd11 · · ·xdnn | d1, . . . , dn ∈ N

}
,

其中元素M = xd11 · · · xdnn 称为单项式, d1 + · · · + dn称为

M 的(总)次数, 记为 deg(M). 而 di 称为 M 关于 xi 的次

数, 记为 degxi(M), i = 1, . . . , n.
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注解 2.4 设M,N ∈ Xn. 则 MN ∈ Xn且

deg(MN) = deg(M) + deg(N).

下面我们研究如何用单项式表示多项式. 由分配律可知,

通过R[x1, . . . , xn]中的运算, R[x1, . . . , xn]中的任何元素 f

可以写成

f = α1M1 + · · · + αkMk, (2)

其中 k ∈ Z+, α1, . . . , αk ∈ R, M1, . . . ,Mk ∈ Xn. 通过合并

同类项, 我们可进一步假设上式中M1, . . . ,Mk两两不同.

引理 2.5 设 (2)中M1, . . . ,Mk 两两不同且 f = 0. 则

α1 = · · · = αk = 0.

证明. 对 n归纳. 当 n = 1时, 结论成立(见定理 2.1 (i)). 设

n > 1且结论在 n− 1时成立. 设

d = max(degxn(M1), . . . , degxn(Mk)).

如果 d = 0, 则 xn在M1, . . . ,Mk中都不出现. 由归纳假设

α1 = · · · = αk = 0.

考虑 d > 0的情形. 假设 α1, . . . , αk 都不等于零. 再

设 i ∈ {1, . . . , n}使得M1, . . . ,Mi−1关于 xn的次数都小于

d, 而 degxn(Mi) = degxn(Mi+1) = · · · = degxn(Mk) = d. 则
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Mi = Nix
d
n, . . . ,Mk = Nkx

d
n, 其中Ni, . . . , Nk ∈ Xn−1. 于是

0 = α1M1 + · · · + αi−1Mi−1︸ ︷︷ ︸
P

+ (αiNi + · · · + αkNk)︸ ︷︷ ︸
Q

xdn.

注意到 P 作为关于 xn的多项式有 degxn(P ) < d. 根据定

理 2.1, Q = 0. 根据归纳假设, αi = · · · = αk = 0, 矛盾. □

定理 2.6 设 p ∈ R[x1, . . . , xn] 且 p ̸= 0. 则存在唯一

的 k ∈ Z+, α1, . . . , αk ∈ R \ {0} 和两两不同的单项式
M1, . . . ,Mk ∈ Xn使得

p = α1M1 + · · · + αkMk. (3)

(有时称上述表达式为 p的“分布式”.)

证明. 存在性由交换环的运算规律直接可得.

下面证明唯一性. 设

p = β1N1 + · · · + βℓNℓ,

其中 β1, . . . , βℓ ∈ R \ {0} and N1, . . . , Nℓ ∈ Xn两两不同.

再设 i ∈ {1, 2, . . . ,min(k, ℓ)}使得M1 = N1, . . . ,Mi = Ni,

且对任意的 s, t ∈ {i + 1, . . . ,max(s, t)},Ms ̸= Nt. 则:

p− p =(α1 − β1)M1 + · · · + (αi − βi)Mi

+ αi+1Mi+1 + · · · + αkMk + (−βi+1)Ni+1 + · · · + (−βℓ)Nℓ = 0.

根据引理 2.5, i = k = ℓ且 α1 = β1, . . . , αk = βk. □
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定义 2.7 设 p ∈ R[x1, . . . , xn] \ {0} 的分布式表示为 (3).

多项式 p的(总)次数定义为

max(deg(M1), . . . , deg(Mk)),

记为 deg(p). 此外, 0的次数定义为 −∞.

注解 2.8 设 p ∈ R[x1, . . . , xn]和 i ∈ {1, . . . , n}. 我们把看
成 p在系数环 R[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn] 上关于 xi 的元

多项式. 多项式 p关于 xi的次数记为 degxi(p).

例 2.9 设：f=2(x−y)(x+y)+3y2−5xyz−(y+z)2−2y3∈Z[x, y, z].
求 degx(f ), degy(f ), degz(f )和 deg(f ).

解. 利用交换环中的计算规则可知

f = 2x2 − (5yz)x− 2yz − z2 − 2y3 (看成关于 x的元多项式)

= −2y3 − (2xz + 2z)y + 2x2 − z2 (看成关于 y的元多项式)

= −z2 − (5xy + 2y)z + 2x2 − 2y3 (看成关于 z的元多项式)

= −(2y3 + 5xyz) + (2x2 − 2yz − z2) (分布表示).

于是 degx(p) = 2, degy(p) = 3, degz(p) = 2和 deg(p) = 3.

2.2 齐次(homogeneous)多项式与齐次分解

为了研究多元多项式的加法和乘法, 我们引入齐次多项式

的概念.
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定义 2.10 设 h ∈ R[x1, . . . , xn]. 如果存在 β1, . . . , βℓ ∈ R

和 d次的单项式 N1, . . . , Nℓ ∈ Xn 使得

h = β1N1 + · · · + βℓNℓ,

则称 h是齐 d次的. 特别地, 0认为是齐任意次的多项式.

如果多项式 h非零, 则它是齐 d次的当且仅当在它的分布

表达式中出现的单项式都是 d次的. 任何一个非零的 d次

多项式 p都可以唯一地写成

p = hd + hd−1 + · · · + h0,

其中 hi是齐 i次的多项式且 hd ̸= 0. 我们称上式为 p的齐

次（加法）分解.

例 2.11 例 2.9中的多项式 f = h3 + h2 + h1 + h0,其中

h3 = −(2y3 + 5xyz), h2 = 2x2 − 2yz − z2, h1 = h0 = 0.

引理 2.12 设 hd和 he分别是 R[x1, . . . , xn]中齐 d次和齐

e次多项式. 则

(i) deg(hd + he) ≤ max(d, e), 且当 d ̸= e时等式成立.

(ii) deg(hdhe) ≤ d + e, 且当 R是整环时等式成立.
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证明. (i) 当 d > e时, hd中出现的单项式不可能与 he中

的单项式相等. 由引理 2.5, deg(hd + he) = d. 当 d = e时,

deg(hd + he) = d或 0. 结论成立.

(ii) 由注释 2.8可知, hdhe或者等于零或者是齐 d + e

次多项式. 当 R整环时, R[x1, . . . , xn]也是整环.于是当 hd

和 he都非零时, hdhe也不等于零. 故 deg(hdhe) = d + e. □

定理 2.13 设 p和 q分别是 R[x1, . . . , xn]中 d次和 e次多

项式. 则

(i) deg(p + q) ≤ max(d, e), 且当 d ̸= e时整等式成立.

(ii) deg(pq) ≤ d + e, 且当 R是整环时等式成立.

证明. 当 p或 q等于零时, 结论显然成立. 设 p和 q都不等

于零. 令

p = gd + · · · + g1 + g0 和 q = he + · · · + h1 + h0,

其中 gi是齐 i次的, hj是齐 j次的, 且 hd和 ge都非零.

(i) 当 d > e时, gd是出现在 p + q的齐次加法分解中

次数最高的齐次多项式, 于是 deg(p + q) = d. 当 d = e时,

由引理 2.16 (i)可知, deg(p + q) ≤ d.

(ii) 由引理 2.16 (ii) 可知, pq = gdhe + r, 其中 r 的

齐次分解中出现的齐次多项式的次数小于 d + e. 于是,

deg(pq) ≤ d+ e. 当 R是整环时. deg(gdhe) = d+ e. 这也是

pq的次数. □
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2.3 注记

例 2.14 求 Xn中次数不高于 d次的单项式的个数.

解. 当 n = 1时, 这些单项式是 1, x, x2, . . . , xd,共 d+1个.

下面我们用一个精彩的组合学技巧来处理一般情形.

设单项式M = xi11 · · · xinn .

deg(M) ≤ d⇐⇒ i1 + · · · + in ≤ d,

i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ i0 + i1 + · · · + in = d,

i0, i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ (i0 + 1)︸ ︷︷ ︸
j0

+ (i1 + 1)︸ ︷︷ ︸
j1

· · · + (in + 1)︸ ︷︷ ︸
jn

= d + n + 1,

i1, . . . , in ∈ N,

⇐⇒ j0 + j1 + · · · + jn = d + n + 1,

j1, . . . , jn ∈ Z+.

于是, 次数小于等于 d的单项式的个数等于方程

z0 + z1 + · · · + zn = d + n + 1

的正整数解的个数. 相当于把 d+ n+ 1个球排成一排, 然

后把它们分成 n + 1个非空组, 一共有多少种不同的分法.

• · · · •︸ ︷︷ ︸
z0

| • · · · •︸ ︷︷ ︸
z1

| · · · | • · · · •︸ ︷︷ ︸
zn

,
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其中有 d + n + 1个 “ •”, n个 “ |”. 因为这些球之间共有
d + n个空隙, 所以总数等于(

n + d

n

)
.

定理 2.15 设 R和 S 是两个交换环, ϕ : R −→ S 是环同

态. 对任意的 s1, . . . , sn ∈ S, 存在唯一的环同态 ϕs1,...,sn :

R[x1, . . . , xn] −→ S 使得

ϕs1,...,sn(xi) = si, i = 1, . . . , n 且 ϕs1,...,sn|R = ϕ.

证明. 对 n归纳. 当 n = 1时, 定理即为一元多项式的赋值

同态定理 (见定理 2.3). 设 n− 1时定理成立. 即存在唯一

的环同态 ϕs1,...,sn−1 : R[x1, . . . , xn−1] −→ S满足

ϕs1,...,sn−1(xi) = xi, i = 1, . . . , n− 1 且 ϕs1,...,sn−1|R = ϕ.

令 ψ = ϕs1,...,sn−1. 对 ψ, R[x1, . . . , xn−1][xn]和 sn再次用定

理 2.3得到唯一的环同态: ψsn : R[x1, . . . , xn−1][xn] −→ S

满足 ψsn(xn) = sn且 ψsn|R[x1,...,xn−1] = ψ. 可直接看出 ψsn

就是所要求的同态 ϕs1,...,sn. □

3 对称多项式

设 σ ∈ Sn, ϕ : R → R[x1, . . . , xn] 是嵌入(满足 ∀ r ∈
R, ϕ(r) = r). 则 ϕσ : R[x1, . . . , xn] → R[x1, . . . , xn] 满
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足

ϕσ(xi) = xσ(i), i = 1, . . . , n 且 ϕσ|R = ϕ

是环同态. 事实上, ϕσ 的逆映射是 ϕσ−1. 于是 ϕσ 是同构.

如果 σ = (12), 则

ϕσ(x1 + 2x22 − x3) = xσ(1) + 2x2σ(2) − xσ(3) = x2 + 2x21 − x3.

定义 3.1 设 p ∈ R[x1, . . . , xn]. 如果对于任意的 σ ∈ Sn,

ϕσ(p) = p, 则称 p是关于 x1, . . . , xn的对称多项式.

系数环 R中的元素都是对称多项式. 对任意 i ∈ Z+,

xi1 + · · · + xin

是对称多项式.

由对称多项式的定义可知, 两个对称多项式的和与积

仍是对称多项式. 进一步可以验证所有 R[x1, . . . , xn]中的

对称多项式构成一个子环. 在该环中有一类重要的对称多

项式. 设

p = (xn+1 − x1) · · · (xn+1 − xn) ∈ R[x1, . . . , xn, xn+1].

把它看成关于 xn+1的一元多项式, 展开得到:

p = xnn+1 − ϵ1x
n−1
n+1 + · · · + (−1)n−1ϵn−1xn+1 + (−1)nϵn,

其中, 其中 ϵ1, . . . , ϵn−1, ϵn ∈ R[x1, . . . , xn]. 直接计算可得

ϵ1 = x1 + · · · + xn and ϵn = x1 · · · xn
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它们都是关于 x1, . . . , xn的对称多项式.

下面我们来证明每个 ϵi都是对称多项式. 设 σ ∈ Sn.

我们可以把 σ看成 Sn+1中满足 σ(n + 1) = n + 1的元素.

设 ϕσ : R[x1, . . . , xn, xn+1] −→ R[x1, . . . , xn, xn+1] 是同构.

则

ϕσ(p) = (xn+1 − xσ(1)) · · · (xn+1 − xσ(n)) = p.

另一方面,

ϕσ(p) = xnn+1−ϕσ(ϵ1)xn−1
n+1+· · ·+(−1)n−1ϕσ(ϵn−1)xn+1+(−1)nϕσ(ϵn).

根据定理 2.1, ϕσ(ϵ1) = ϵ1, . . . , ϕσ(ϵn−1) = ϵn−1和 ϕσ(ϵn) =

ϵn. 于是, ϵ1, . . . , ϵn−1, ϵn都是关于 x1, . . . , xn的对称多项

式.

再设 ϵ0 = 1. 我们称 ϵ0, ϵ1, . . . , ϵn 是关于 x1, . . . xn 的

初等对称多项式.

例 3.2 通过直接计算可得, 当 n = 2时, ϵ1 = x1 + x2, ϵ2 =

x1x2; 当 n = 3时,

ϵ1 = x1 + x2 + x3, ϵ2 = x1x2 + x2x3 + x1x3, ϵ3 = x1x2x3.

一般来讲

ϵk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
xi1xi2 · · · xik, k = 1, 2, . . . , n.

注意到 ϵk 是 k齐次的.
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利用初等对称多项式, 我们可以把关于二次多项式的

Vieta定理推广到一般情形.

定理 3.3 设 F 是域, f ∈ F [x], deg(f ) = n > 0, lc(f ) = an.

令

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 = an(x− α1) · · · (x− αn).

其中 α1, . . . , αn ∈ F , 不必两两不同. 则

ai
an

= (−1)n−iϵn−i(α1, . . . , αn),

其中 ϵn−i是第 n−i个 n元初等对称多项式, i = 0, 1, . . . , n.

证明. 由定理 2.15可知, 存在赋值同态

ϕ : F [x1, . . . , xn, xn+1] −→ F [x]

满足: ϕ|F是恒同映射, ϕ(xi) = αi, i = 1, 2, . . . , n和ϕ(xn+1) =

x. 令 g = (xn+1 − x1) · · · (xn+1 − xn) 和 h = ang. 则

ϕ(h) = anϕ(g) = an(x − α1) · · · (x − αn) = f. 由初等对

称多项式的定义可知:

an(x
n − ϕ(ϵ1)x

n−1 + · · · + (−1)n−1ϕ(ϵn−1)x + (−1)nϕ(ϵn))

= anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0.

根据定理 2.1 可知, an(−1)n−iϵn−i(α1, . . . , αn) = ai, i =

0, 1, . . . , n. □
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例 3.4 设 f = ax2 + bx + c ∈ R[x]且 a ̸= 0, α, β ∈ C是 f

的两个根. 则

α + β = −b
a
且 αβ =

c

a
.

这就是二次方程的 Vieta定理.

设 f = ax3 + bx2 + cx+ s ∈ R[x]且 a ̸= 0, α, β, γ ∈ C
是 f 的三个根. 则

α + β + γ = −b
a
, αβ + βγ + γα =

c

a
且 αβγ = −d

a
.
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