
第二章 矩阵

以下引理是建立维数概念的关键.

引理 1.14 (线性组合引理)设 v1, . . . ,vk;w1, . . . ,wℓ是Rn

中的两组向量. 设对任意 j ∈ {1, 2, . . . , ℓ}, wj 是 v1, . . . ,

vk 的线性组合. 如果 ℓ > k, 则 w1, . . . ,wℓ线性相关.

证明. 设wj =
∑k

i=1 αi,jvi, 其中 αi,j ∈ R, j ∈ {1, 2, . . . , ℓ}.
再设 λ1, . . . , λℓ是待定的实数. 则

ℓ∑
j=1

λjwj =

ℓ∑
j=1

λj

(
k∑

i=1

αi,jvi

)
(1)

=

ℓ∑
j=1

k∑
i=1

(λjαi,j)vi (分配律和结合律) (2)

=

k∑
i=1

ℓ∑
j=1

(λjαi,j)vi (和号互换) (3)

=

k∑
i=1

 ℓ∑
j=1

λjαi,j

vi (分配律) (4)

考虑以 λ1, . . . , λℓ为未知数的齐次线性方程组

ℓ∑
j=1

λjαi,j = 0, i = 1, 2, . . . , k.

根据 ℓ > k和第一章第一讲推论 2.8 (红色推论), 上述方程

组有非零解 λ1, . . . , λℓ ∈ R. 由 (4)可知,
∑ℓ

j=1 λjwj = 0.

故w1, . . . ,wℓ线性相关. □
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1.3 坐标空间中的子空间

定义 1.15 设 U 是 Rn中的非空子集. 如果对任意 x,y∈U
和 α ∈ R,

(i) (加法封闭性) x + y ∈ U ,

(ii) (数乘封闭性) αx ∈ U .

则称 U 是 Rn中的子空间 (subspace).

例 1.16 坐标空间 Rn有两个平凡的子空间 {0}和 Rn.

例 1.17 设 U 是 Rn的子空间. 则 0 ∈ U .

证明. 设 x ∈ U . 则 0 = 0x ∈ U . □

1.3.1 基本性质

命题 1.18 设 U 是 Rn中的非空子集. 则下列命题等价.

(i) U 是子空间;

(ii) U 中任意两个向量的线性组合仍在 U 中;

(iii) 对任意 u1, . . . ,uk ∈ U , u1, . . . ,uk 的任意线性组合

都在 U 中.

证明. “(i) =⇒ (ii)”设 x,y是 U 中任意的两个向量, α, β

是任意两个实数. 如果 U 是子空间, 则 αx, βy ∈ U (数
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乘封闭性). 从而 αx + βy ∈ U (加法封闭性). 反之, 设

αx + βy ∈ U . 取 α = β = 1得到加法封闭性, 取 β = 0得

到数乘封闭性. 故 U 是子空间.

“(ii) =⇒ (iii)” 当 k = 1, 2 时, (ii)蕴含 u1,u2 的所有

线性组合都在 U 中. 设 k > 2 时且 U 中任何 k − 1 个

向量的线性组合都在 U 中. 对任意 α1, . . . , αk−1, αk ∈ R,
u1, . . . ,uk−1,uk ∈ U , 我们有

k∑
i=1

αiui =

(
k−1∑
i=1

αiui

)
+ αkuk ∈ U.

“(iii) =⇒ (i)”由线性组合的定义直接得出. □

例 1.19 设 v ∈ Rn. 则 {λv |λ ∈ R}是子空间.

设 x,y ∈ Rn. 则 {αx + βy |α, β ∈ R} 是子空间.

例 1.20 设 A ∈ Rm×n, 其对应的 n元齐次线性方程组记

为 H. 验证 sol(H)是 Rn中的子空间.

证明. (参照见第一次作业习题 4) 设

v =


α1

...

αn

 , w =


β1
...

βn


是 H 的两个解. 则

α1A⃗
(1) + · · · + αnA⃗

(n) = 0m, β1A⃗
(1) + · · · + βnA⃗

(n) = 0m.
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令 λ, µ是两个实数, u = λv + µw. 则

u =


λα1 + µβ1

...

λα1 + µβn

 .

而

n∑
j=1

(λαj+µβj)A⃗
(j) = λ

 n∑
j=1

αjA⃗
(j)

+µ

 n∑
j=1

βjA⃗
(j)

 = 0m.

故 u ∈ sol(H). 根据命题 1.18, sol(H)是子空间. □

例 1.21 设 p, q ∈ Q不全为零,

S =


α

β

 | pα + qβ = 0, α, β ∈ Q

 .

S 是否是 Rn的子空间?

答. 不是. 因为−q

p

 ∈ S 但
√
2

−q

p

 /∈ S. □

1.3.2 子空间的交与和

命题 1.22 设 Λ是一个指标集, 对任意 λ ∈ Λ, Uλ是 Rn中

的子空间. 则
⋂

λ∈ΛUλ也是子空间.
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证明. 设 v,w ∈
⋂

λ∈ΛUλ, α, β ∈ R. 因为 v,w ∈ Uλ, 所以

αv+ βw ∈ Uλ (命题 1.18). 由此可知, αv+ βw ∈
⋂

λ∈ΛUλ.

故
⋂

λ∈ΛUλ是子空间 (命题 1.18). □

例 1.23 考虑齐次线性方程组 H
a1,1x1 + · · · + a1,nxn = 0

...

am,1x1 + · · · + am,nxn = 0

设 Vi = sol(ai,1x1 + · · · + ai,nxn = 0), i = 1, 2, . . . ,m. 则

sol(H) = ∩m
i=1Vi. □

设 S1, . . . , Sk 是 Rn的非空子集. 我们定义 S1, . . . , Sk

的和为

S1 + · · · + Sk := {v1 + · · · + vk|v1 ∈ S1, . . . ,vk ∈ Sk}.

命题 1.24 设 U1, . . . , Uk是 Rn的子空间. 则 U1 + · · ·+Uk

也是子空间.

证明. 设 x,y ∈
∑k

i=1Ui. 则存在 ui,vi ∈ Ui, i = 1, 2, . . . , k,

使得 x =
∑k

i=1 ui和 y =
∑k

i=1 vi. 则对任意 α, β ∈ R,

αx + βy = α

(
k∑

i=1

ui

)
+ β

(
k∑

i=1

vi

)
=

k∑
i=1

(αui + βvi).

根据命题 1.18, αui + βvi ∈ Ui, i = 1, 2, . . . , k. 我们得到

αx + βy ∈
∑k

i=1Ui. 故
∑k

i=1Ui是子空间. □
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例 1.25 设 U1, . . . , Uk 是 Rn的子空间. 证明

Ui ⊂ U1 + · · · + Uk, i = 1, . . . , n.

证明. 不妨证明 U1 ⊂ U1 + · · · + Uk. 注意到

U1 = {u1 + 0 + · · · + 0︸ ︷︷ ︸
k−1

|u1 ∈ U1} ⊂ U1 + · · · + Uk. □

例 1.26 设 U, V 是 Rn的子空间. 如果 U ⊊ V 且 V ⊊ U ,

则 U ∪ V 不是子空间.

证明. 假设 U ∪ V 是子空间. 设 x ∈ U \ V 和 y ∈ V \ U .

则 x + y ∈ U ∪ V . 不妨设 x + y ∈ U . 则

y = (x + y)− x ∈ U.

矛盾. □

1.3.3 线性流形

定义 1.27 设 v ∈ Rn和 U 是 Rn的子空间. 则 {v}+U 简

记为 v + U . 称为一个线性流形.

例 1.28 设 B ∈ Rm×(n+1), L 是 B 对应的 n 元线性方程

组, H是B的前 n列组成矩阵对应的齐次线性方程组. 如

果 L相容, 则 sol(L) = v + sol(H), 其中 v是 L的一个解.

特别地, sol(L)是线性流形.
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证明. 设M = v+sol(H)且w ∈ M . 则存在 z ∈ sol(H)使

得 w = v + z. 令

v =


v1
...

vn

 , z =


z1
...

zn

 .

则

w =


v1 + z1

...

vn + zn

 .

我们计算

n∑
i=1

(vi + zi)B⃗
(i) =

n∑
i=1

viB⃗
(i) +

n∑
i=1

ziB⃗
(i) = B⃗(n+1).

于是, w ∈ sol(L). 由此可知, M ⊂ sol(L). 再设:

w =


w1

...

wn

 ∈ sol(L).

则 w = v + (w − v). 我们计算

n∑
i=1

(wi−vi)B⃗
(i) =

n∑
i=1

wiB⃗
(i)−

n∑
i=1

viB⃗
(i) = B⃗(n+1)−B⃗(n+1) = 0m.

故 w − v ∈ sol(H). 我们有 sol(L) ⊂ M . 故 sol(L) = M .

再根据上一讲例 1.18, sol(L)是线性流形. □
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引理 1.29 设线性流形M = x+U = y+V ,其中 x,y∈Rn,

U, V 是 Rn的子空间. 则 U = V 且 x− y ∈ U.

证明. 因为 x + 0 ∈ M , 所以存在 v ∈ V 使得 x = y + v.

于是, x− y ∈ V . 类似可知 y − x ∈ U . 我们得到

±(x− y) ∈ U ∩ V. (5)

设 u ∈ U . 则 x + u ∈ M . 于是, 存在 v ∈ V 使得

x + u = y + v.

由 (5)可知, u = (y − x) + v. 故 u ∈ V . 我们得到 U ⊂ V .

同理 V ⊂ U . 故 U = V . 进而, x− y ∈ U ∩ V = U. □

设线性流形M = x+U ,其中 x ∈ Rn和 U 是Rn的子

空间. 我们称 U 是M 的方向.

注解 1.30 一个线性流形是子空间当且仅当它含有零向

量. 这是因为该流形可以写成零向量和它的方向之和.
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