
第七次作业

1. 设 R4 中标准基为 ei, i = 1, 2, 3, 4. 线性映射 ϕ : R4 → R4 由如下关系给出：

ϕ(e1) = 3e1 − 5e2 + e3, ϕ(e2) = −2e1 + 7e2 + 3e4,

ϕ(e3) = −e1 − 6e3 + 4e4, ϕ(e4) = 2e2 + 3e3 − e4.

(1) 求 ϕ 在标准基下的矩阵，并分别求 ker(ϕ), im(ϕ) 的维数和一组基;

(2) 求 ϕ ◦ ϕ 在 e1, e2, e3, e4 下的矩阵.

2. 设 ϕ : R3 → R2 由 ϕ(


x1

x2

x3

) =

(
x1

x2

)
. 给出. 计算 ϕ 在标准基下的矩阵和

ker(ϕ) 的一组基.

3. 计算下述情况时的 AB, BA 以及 rank(AB) 和 rank(BA):

(1) A =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)
, B =

(
cos β − sinα

sin β cos β

)
, 其中 α, β ∈ R.

(2) A =

 1 −1
2

−1

−2 −1 2

 , B =


1 2

2 3

3 4

 .

4. 设整数 m ≥ 1. 证明:
1 a c

0 1 b

0 0 1


m

=


1 ma m(m−1)

2
ab+mc

0 1 mb

0 0 1

 .

5. 设 ϕ : Rn → Rn 是线性映射，并且满足对任意的 x ∈ Rn, ϕ(x) ∈ ⟨x⟩. 证明：
存在 λ ∈ R 使得对任意的 x ∈ Rn, ϕ(x) = λx.

6. 设 ϕ : Rn → Rn 是线性映射，证明：

(1) ker(ϕ) ⊆ ker(ϕ2) ⊆ · · · ⊆ ker(ϕm) ⊆ · · · ; 和

im(ϕ) ⊇ im(ϕ2) ⊇ · · · ⊇ im(ϕm) ⊇ · · · ;

(2) 存在正整数 k 使得这两个子空间序列同时稳定，即

ker(ϕk) = ker(ϕk+1) = ker(ϕk+2) = · · · ; 和

im(ϕk) = im(ϕk+1) = im(ϕk+2) = · · · .
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