
2025年春季学期第二次作业

1. 设 f(x) = anxn + · · ·+ a1x+ a0 2 Z[x]. 若 ↵ = k
l 2 Q, gcd(k, l) = 1 为其根,

证明: k | a0 且 l | an.

2. 设 D 是 UFD, a, b1, . . . bn 2 D⇤. 证明: 如果 gcd(a, bi) = 1, i = 1 . . . n, 则

gcd(a, b1 · · · bn) = 1.

3. 判断整系数多项式 x2 + 4, x3 + 4, x4 + 4 和 x5 + 12x3 + 36x+ 12 在 Q[x] 中

是否不可约.

4. 已知 f(x) = xp � x� 1 在 Zp[x] 中不可约, 其中 p 为素数. 证明:

f(x) = xp � x� 1 和 g(x) = xp + (p� 1)x+ p� 1

在 Q[x] 上不可约.

提示: 利用环同态:

�p : Z[x] �! Zp[x]P
i aix

i 7!
P

i āix
i.

5. 设 f(x) 是无穷阶可导的实函数, 其导数记为 f 0, k 阶导数记为 f (k).

(a) 设 f 2 R[x]. 证明: f, f 0, f 00 在 R 上线性无关当且仅当 deg(f) � 2.

(b) 设 f(x) = x2ex. 求最小正整数 n 使得 f, f 0, . . . , f (n) 在 R 上线性相关.
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注有些同学第⼀题 证记
fix ⽐ k gm

没8以 built y 则有 this 回⽕红 a

⼆ than且 121a

问题 为什么 8⼼ ⼀定整系数 没有⽤到 gal去从1条件

正确 iaiifixilex kllbmxn t to
共⼆州川h dz 则 对 hxmt tk通分得到分⺟d 因为HE 2以

所以 dllex k 则 die 且 dk dlgcdCGKH e

pyh EE V24⼼⼒ 由 ⼤众 an且划 a 得Han Ha ⼞










































































































Pt flak f 钋 a佺 4 ta佺 a 0

akiitqk.sita_E o

ak4 akTtaotI0

ak4 takei a.tn

kllhs.sk rhs ⼜⽬的
city

所以发19
另⼀⽅⾯ a ⼼ ⼀⾎⼼⼤

_akenqentlrhselaknpinguck.li

ntlan7Pf
反证法 考 gcdlabi b.tl 则

习 gEDIUDS.t.gcdia.libig

则 gla且 glbi.hn 没他抛不可⼝因⼦ 则 附 且

Plbibn 因为UFD中不可⾏元是素元 似 有在 id 川化 吆










































































































Pla且plbitgcdca.bz 1⽭盾 ⼝

pf 微系数法

对X44 没 X44 1HallHb a.bEQpayx44 it
atb ttab

atb oRab

4abz bE4 tbEQ
所以才44 ⻚的

X44 若 ⽔ 4在 幻中可以则 ⽔14到存在个
⼀次⽥⼦

汶 x4elxtaicx4cxtdl

x4cx4dxtax4acxtadEX4lctaix4ldtacltad.nl

蘂
⼀ 笑红

ad 4 ˋ 2 4 1 d4

E4 在Q中⽆解
奷4 则 The lithic Next H

或歼 4 12

lx4mx4nxtyx94X4ex4fx4bitbex4bfxt.ie Hlf

⼆ 件 le th Pti Hb etc x4Lbftceixtcf










































































































iib ft Ceo
4 4

若⼈ 则 ftc
io 且 4 4 -

若 f C 则 2 C⽔ 1 EE 且 E 4 2

⽇与 ⼼ ⽣必为⾮负⺾ 2 则 fc

biz ci 4 b 2 - lets 2

则 X44 42 2 x_x 12

式 X44 7年 mitnxiixtk it znx 4 kntki

X 4 m k X4 ntkm 1X4 citkn x kzi

mtk o

f 作孽⽃䉭䊴it kn

it竿 1 ⼼ 4 lig

ht 4 不存在这抨我从Q

或者 text 4奷 4- 45 从12- 45 1奸计以 化红⼀以

奸 ⼼436412 i
了 fl 了 12 7 36 729加

Pm it 12师16412在Q的上不可的

⼝










































































































判断多项式不可约的⽅法
①试根记⽤于判断多项式是否有⼀次因式

命题

打锨 我可能的有理根只有有限多个

推论次数⼩于等于3次的多项式加 42的在此⻔上不可⾏当且仅当我

没有有理根

你 不441214 111
可能那有理拫 it 4 扛 ⼟1
代⼊均⾮ 144 的根 x 44 砒的中不可⾏

或 奸 4 1 22 从 2 i ⽆有泡根

⼥44 1214 Ill
可笙刚有谁揌 ⼟412 ⼠1
代⼊都不是 x44的根 加 4在此⼼中不可的

或⽔4 4 4式 4⻔ 不 txt 4⻔

② 艾森斯坦因判别法

③待定系数记 ⻅上⻚










































































































④ 模17法 P为素数
中 死了 ⼀ 区们

Eaix_Fāxi

䴐𪆓 邈邈微 为声 颧
数且加⼀ 险所的百项系

湖⽉ 反定 没加在区的中可约 则存在欧娄喉式 cnb 以 砂 且
将 a dglfyddbmkdg 㚳 使得

fnaiy by
因为P不整际 Klf if劰⾸次系数

所以 Ptㄙ⼼ 且 ptklb
则 dgl 1aD dglapodegldpibitdslbpo

1 fk 1ai ch b
与 fix 在区𠯻中不可的⽭盾 ⼝

条件的必要性 0劳加⾮本原多项式 对 加 51 - 1 5在区中不是殛
所以 51 11可以看做 列中的不可的分解 取17 2

区的 ⼀ 区幻
51州 1 - 7 x 1

底 嶶
②若 Plk f eg fix 12 1 州 E区们 再仁2

ZD tl 函们
汕 111 - Xtl
可约 不可⾏




























































Qun 𥑆中不可得是否等价于Q 1 中不可的
回顾Gauss引理

注 fix 在 欧中不可⾏⼠和 碳写成两个欧中正次数的多项式之积

g 我1 2从1
可约 但不象写成两千正次数多项式之积

节 fM是本原多项式 则
所在区的中不可约⼆ 所不䈛写成两个区们中正次数多项式之积

⼆ 不可以

证明 定理6.36 𨰻䲜
⼀

没加在孔 中可的由 f⼼是本原多项式可知加可以写成

fix 砒 的中可的 ⼝ jii
fm

gli HM

证明 fN为本原多项式由推纹 只需谌 fn在区以上不可的⼜因为
Pfk HH 由命题 知我在我们中不可的也可以推出

f 在区以上不可⾏



oh Ign X X 1 所以在区印中 拟 f们 加在开们
中不可的 ⼆ 我 在开⼼中不可以类似地我们有 我在0以上不可的

⼝

Pf la
_
⼀ dgpn 则 desH 1 AH 30 且 f to

汉 fan 奷 - t a 则 fna t ta fnanii iq

若习 G GG Ek

C fthf 4 Gf xy

uefflx nl G a o G 0

Left lx int GG_ tGaan

1 GnGn o Cz o

loefflX nt GGrntCi n Dan t G na In 1 o

Gan tanto ⼆ C

所以 f f f 伐性⽆关

⼆ 若 A Hkz 则 dhfk 1

共 dflfl 1 则 M f 1 0 f ⼆ 0
0 ft of t Ci f 0 UCFO

f fi f 伐性相关
共将1H 0 则 f f - 0



f fi f 伐性相员

b fxtx 2ex

fiy zxetx 2 ci czxtxye

f 1𣏴 2 2 ⽐ 24妙⼼ 2 text Me

f 14 -12 ét 2 4 e

6-16 xyé
若 f f 在⽕上伐性相关 则 ⺕ G GE R 不钓 0 ft

G ft S f 0

G 44 亿 124 Me to Cㄨ4 C 124 2 o

a t C 0 C⼆ ⼼

2 G o

若 f f f 在从上线性相关 则 IGG GE R不合为0 从

G X4 G 12 ⽔ s f 2 -144 2 o

44 G it 244 G x 12G

总部
正 i 只有正解

若 f fi f f 线性相关⻉归 GG GG ⼼

G 奸⼈ 2 HIM ⼗ㄙ 2 text Mt 416 -1614 ⽔ 0

1 ill
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_ G ⼆了 G 3 G -1
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鸞汶 以 Wow 20 - ⼀ Wm是 my 空间向值和分解那么
不 EU 可以唯⼀地表为

没 Riǐii
则 不是 U上的线性算⼦ 此外还有

Rt Rt ⼀⼗层 G单位映⽻ 2 x_x

⽽且当 it i 时 RR O PE R
R是V在以上的投影
Wi R lil RI l IE V1 死 V1不在那

解释 it TEWi 不可⼆⻋ 另⼀边 若不灭⻢则 死 in Wi

ki keR W t thitW it Wa

Qi 反过来呢
若歌 2 RERkiEmjRPiO it

是否有 limo _ Wm 其中Wi为 In RǕO



定浪 江只 - - 层 V_V 是满⾜下列条件的有限个线性
映射的集合

去尽 ER EE EiEmiRR Qitj
那么 KW to Wm
其中Wi Im R

证明 对 U⼥EU

ES ⽂ 队⼀⼗层 ⽂

你 HRHH tl
其中⽆ 必 E云尼

伯以 V W ⼗ hit ⼀⼗Wm

下证对 Ui With t tW it Wit hfkl
不奶 放 i 1 下证 Win Wrt Wit t Wn 1 I

任取死W nl hit tWn

则 砳 古吉 ⼀ 右使得

⻋ P不 且东尼古⼗⼀⼗层套
则 际⼀ ⽔去 陆 ⻢

阿 䧂在⼗⼀⼀⼗尺磁

所以 不 ⼆ ⼝



补⽴ 为什么 ⾮州 在我们上不可细

件 ⾸先 ⼥ 1没有不可⾏外单⽇⼦ 因为 oiīi⼀⽉都不是它1⽔根

这才别 在 更⼤域 中有根 X 1 _
类似 枡 在⽕中对这在 E中⼀定有根

则 仅⼗⼝⼈ M 1 241 - x 1 1 x X 11 0

所以 M Xt Npt 都是⽔州的拫

_
反之
_
欧 若 不⽐ 1在砌上可约 则存在 纵 似 E名⼼且

Kdggkf Khh 炏 Mˊ

_
因为没有单因⼦

使得 X 4 -11 我1 hn

lx NCX lx in lttxnD -- x xtM

说明 㸪由 2个或以上 单的 乘积得到
简单来看 66如 gnlxxlcx cat 1

ˊ

X
2
- x 11 x_x x_x 仪

x2- 241 x ⼈仅⼗

此时 纵的次⾼项为 22 - 1 因为 和 EGG
- 22 -1 E -2 x E平 与 ⼈多⽭盾

其他因⼦组合同理都是计算次⾼项劰系数 因为它⼀定是

某些 Xti 的 和 都应得到ㄨ E区这⼀⽭盾
⼝


