
 
- 第六次习题课

极⼤线性⽆关组
设 SC IR 有限⾮空⼦集 TCS称为S的⼀个极⼤线性⽆关组
如果 17 T中的向量线性⽆关

21 VES VE T
Property 111可扩充性

丝章为线性
⽆
⽆着
的
向量都可扩充成

2等势性 对同⼀个⼦集SCR 极⼤线性⽆关组的元素个数相同

任何含有⾮零向量的集合必有极⼤线性⽆关组
基底 UCIR 是⼦空间 U 0 如果 UoU 唯⼀的 XiiiXdEl

使得 u α u αaUd 则称 Ui UdiCU为U的⼀组基
Property gui Ud 是⼦空间U的⼀组基 u in Ud个是U的

极⼤线性⽆关组

维数 dim U 基底元素个数

Property UCW dim U dimW

U W dimU dimW

dim UtW dim UnW dimU dimW

dim 0 0

Recall直和 U V是112⼦空间 UAV 50 则 UtV是直和

在1R中过原点的直线是 IR的⼀个⼦空间

在1R3中过原点的平⾯是 1R3的 ⼀个⼦空间



1 设 V 1 αEIR 4i
V⼆ 118 a EIR 6

k 1 8 1 be IR 19

则 Vit V2 1R2

L.H.S V7 V V2 V
RH.si Vnv V1V2 8 181 ō

2 IR3中 设 V ⼒Oy平⾯了 ⼆119
V y0⼦平⾯ ⼆ q
V2 ⼒0⼦平⾯ ⼆ 1年

则显然 V1V1 0 V1V 0

1 W 91g EIR xty ⼦⼆0

可知 1点 1台 EW 且线性⽆关

w̅ g EW ⼀⼦ w̅间 州洲点



⼈ ŪE 点 d 即 点 ⾆ 是W的⼀组基

dimW 2

2 先证 V W 1123 再证和为直和
显然 VtWEIR
另⼀⽅⾯ 要证 IR Vtw

EIR 设1 x 1 yl 1 ⼦1点1

1 器 州 iii 1器𠠬
1点 点 ⽅程组有唯⼀解

112³ 唯⼀分解所 ǕTEW
1RE VtW 3上 IR V W

⼜由 V7W
11

⼊⼗⼋ 2⼊⼆0

⼆

1181个 和是直和即 IR
³ V W

证 由12 Ū Wi ⼆

bit i
⼆ A



以A为系数矩阵的⽅程组 Axō ⽆⾮平凡解
t ni ws 线性⽆关

且任意 IR中向量可由 Ūwi ws唯⼀线性表示
Ū niWi 是 R了⼀组基

由12

1
台三苏梦

⼦

灵
b 加gbtc

C 2⼒⼀⼦

证 设 A是 Ū古 在 的⼀个极⼤线性⽆关诅

则 A构成了 V的⼀组基
dimV d ⼈ lA1 d 另⼀⽅⾯ I Akt
d t

若 ei it 线性⽆关 1A1 t 即 td

若 td 则 1Akd t i 在线性⽆关

品器 引 1点 州品品品0 1810 -513

品台名 rkn 2



2 ① a b C d 0 rk A 1

② a b c d ⾄少有⼀个不为0时

Dad bc 0 册 rkcA 2

2 ad be 0时 rk A 3

证
若 VitV2是直和 即 VinV2 Ō
由 dim vi tdimV2 dinlVtl z tdin VinVz
din ViMVz O

dim VitV2 dimCV dimV

由 维数公式及条件 可知 dinCV nu 0

V7V2 0 即 V V2是直和
直接证明 类似于维数公式的证明

设 V有基底在 ūr V2有基底 w wn

断⾔ VinV2 0 S UT ni Wi wm 是UN ⼀组基
设 为 i ⽔ βi βm EIRS t
xiuit it an βwit βmwm 0

设 w βinit βmwn 则 w E V2



另⼀⽅⾯ N xiui an w EV
NEV inV2

则 VinUs 90 w ō β βm 0

同理可得 α α 0

S中向量线性⽆关

再设 TE VitV2 则存在JEVi IE V2 st 为⼆⼥⼦
因为⼥是UT ni线性组合 ⼦是wi wn线性组合
万是S中向量的线性组合

即 S是V tk 的 ⼀个极⼤线性⽆关组 S是VtV2的⼀组基

矩阵的秩
⾏秩 ⾏向量⽣成的⼦空间对应的谁数

列秩 列向量⽣成的⼦空间对应的维数

⾏变换不影响⾏秩 ⼀次初等⾏变换也保持列秩

列变换不影响列秩

⾏秩 ⼆列秩 ⼆ 秩

AE112
mㄨ rank A m ⾏满秩

rankA n 列满秩

a rank A B rankAtrank B

rank A rank At


