
 
第⼗四次习题课

循环群 G a a a a3 ak

循环群的⼦群也是循环群 素数阶群是循环群
⼀ cardG ord a a

cardG n o ordca n 不dm⼆ cardG D G⼝ Z⼗ 0
cardG n o G上 En ō 到京

补充 设G a 为有限阶循环群且 n cardG 证明 a上是G的
⽣成元当且仅当 k和 n 互素

证 由于 ak a G

则 G ak card G cardtak n

ordcak n

由 ordcai cardG n

ordlak gcdcn
in 即ordlak n gcdckn 1



零因⼦⼀定不是可逆元
模n剩余类环
In it 0 1

11 ā E En ā关于乘法可逆 gcdca n 1
121 ā EZn ā是零因⼦ kgcdcn alan

3 不中元素⼀共只有三类 ō 可逆元 零因⼦

矩阵环

MullR ⼗ Oi E

1 设AEMu IR 是⾮零矩阵 A是零因⼦ rank Akn

2 设AEMu IR 是⾮零矩阵 A可逆 rankA n

3 MnIR中元素⼀共只有三类 0 可逆元 零因⼦

证 由 Lagrange定理 H G cardH cardG n

则只需证 k gcdcknl

⾸先 有 Ck cgcdckin since gcdckn k
另⼀⽅⾯由欧⼏⾥德算法 U ve Zst uktongcdcknl
ūk gcdlknl gcdcknl E k
gcdcknl k



12的所有正因⼦ 1 2 3 4 0.12

⼦群 ō ō T 2⼝

2 ō 2.4.6.8 to

5 ō 5 6 9
4 ō 4 8
T ōō 个

证 设G a 由 cardG to ordca to

再设 G ak kEZ me z ak a

akm 1 e 由ordca to km 1 0

即 k⼆⼟1 则 G的⽣成元为 a a

显然 at a 否则 a e与ord a to ⽭盾

证 设215 213 90T
由于 13是素数 则 215中所有元素均可逆
card 215 12

由 2 2 T mod13 且 1 K 12 2
上 T

ord I 12 Zis 2

证 ①显然 2 E IR

② Z E 显然⾮空

X y E I E



is x at b E y aztbzr

则 xty ytx 显然⽴ 加法可交换

⼒-y a az It bibi E E III 且 OEZ E
2 E ⼗ 0 是 IR ⼗ 0 的⼦群
2 E ⼗ 0 是⼀个交换群

③ x a tb E yaztbzE ⼦ astb3 EE Z I
由 xy aitb rs aztbzE aaztzbibzltcaibztazb IE
可验证 x ly⼦ 加 ⼦ 结合律成⽴

且取 a 1 b 0 HO EE 2 E 含⺓
ZEE了 1 作成含去半群

④ 显然乘法对加法满⾜分配律
综上 2 E ⼗ 0 1 是 CIR⼗ 0 1 的⼦环

⼆ 设 atb EEZ E 是⼀个可逆元
设 latbrs ctdrzl 1
actzbd adtbc li 1

yactzbd 1adtbc 0

整理得 a cizd C

C a ⼀2b2 É a
若 a 0 则显然 biz不可逆 at0

dcc -2d2 a⼀2b a

另⼀⽅⾯露器资年前 at br ǎizbbi a bE EZE

即 区 E ⼗ Oi 1 的所有可逆元为 at bi la 2b 1 abeZì



证 11 若 x ER是幂零元
即 nE Zt x 0

则 1-X CHx 加 tx 1
tx 可逆 其逆元为 Hxt 切

竺若 不包含幂零元 ā ka m 1 a 0 cmodm

即 mla 没 a mq qezt
假没 m不可以被⼀个⼤于1的整数的平⽅整除
则 m P Pi Ps P为互不相同的素数

Pila Pila 即 mla与 ā 0⽭盾

若 m可以被⼀个⼤于1的整数的平⽅整除
设 m b2 qb ge2
则取 a bq m a

2 b292 mq 三0 modm

即 ā 0 ā是⼀个幂零元



证 11 2

若u不是R中的可逆元 即 u没有左逆
假没 u不是左零因⼦
由 uv 1 uo 1 0 ulvu 1 uvuu

ěǔ𦍋
0
与u没有左逆⽭盾

2 3

设 u为左零因⼦ 则 W 0 uw 0

则由 uv 1 uutuw ucvtw 1
vtw 是另⼀个右逆

3 11
⼀ 若u有多于⼀个右逆 uw 1 右逆与左逆若均存在则相等且唯⼀

u不可逆

⼆ 若u有多于⼀个右逆 没 UU 1 UU tl v1 v2

⼜由 U可逆 W st WU⼆kW 1 W可以是v或V2

V1 1V1⼆WK V1 W

V2-1V2 wu v2 w
UFV2 ⽭盾

⼈ u不可逆



补充 CR⼗ 0 1 是环 aibER
证若 tab 可逆 则 tba 也可逆


