
 

第十二次习题课

若A可逆则 Aˇ 1A1A

作业

1 Aˇ 1 ǎl A 前二 adbclbtl

2 证 设A aij nxn 入A 入aij nxn

入A
ˇ

1
入 An 入 An

1 州
A A

Ann 入 Ann
Ànn An
nl

入 AV
② 若 1A1 0 则
AAV IAlEn IA AVHIAIEnl 1A1 1AFIAT
若1A1- 0则 A不可逆 A ˇ不可逆 由第3题
1AV1 1A1 0 即 1AV1 A1 成立



证 ① 当A满秩时 即rankA n时

A可逆且 1Al 0 rankA n

AV 1Al A rankCAV n

② 当rankAFn 1时
方法一 由定义可知 A中至少存在一个 n 1阶非零子式

Aˇ 0 rankA 1

又由 IAFO AAV O
由 Sylvester秩不等式

rank A rankCǍ n rank AA

即 n 1 rankAˇ n rank A 1
综上 rank Aˇ 1

方法二 类似可得 rank A 1
且 AAV O
Aˇ的每一列都是齐次线性方程组HAT Ō的解

由对偶定理 dimsolH rank A n

dim soKH I 即 A的列空间维数不超过1

即 rank AV 1 综上 rank A 1

③ 当rankA n 1时 即所有A的 n 1阶子式为0

Aˇ 0



证 det A品 det 管㿢 det 管品
detAtB detAB

证 由 A At En

I EntAl 1AAttA1 1A AttEn 1

1All AttEnl - 1A车En1
IAtEnHIAttEnl 0

又由 1AtEn1 1AtEnt1 1AttEnl
IAtEn1 1AttEn l 0

摄动法

idea 若一个矩阵不是可逆矩阵 则通过一个扰动使其变为可逆矩阵

引理 设 AEMuCIR 则 det入EntA 是一个关贽敷尊可多项
式

证 由定义 入 an aiz ain

det入EntA 921 入十922 a 二 入tan Nanni

àn ànz
入ann

可知 中入的次数必小于等于n 1 detXEntA是一个关于入的首1多项式
代数基本定理
任何一个非零的 n次复系数多项式都正好有几个复数根



推论 det入EntA 1 至多有几个实根

命题1 摄动法 设AEMu IR 则 E 0 st IN EH
有det XEntA 0

证 因为多项式 f x dethEnt A 的根为有限多个
所以入充分大时 det入EntA 0

命题2 如果一个次数小于等于 的多项式f 八的实根个数大于n
则 f只能等于0

推论 没 f入 g入是两个关于入的多项式且次数都小于等于n
如果AN g八有多于几个点取值相同 则 f g

证 取 h八 f入 ga 即 h八有多于n个实根 h 0

例 i 若 A B C DEMnCIR det A 0

证 det CA BD 1
detCAD CB 若AECA

det DA CB 若AB BA

证 日

品 唇琞 日

品 cAtB

det 照 detA det D CA B

det AD ACA B 111

det DA CA BA 2

① if AC CA 曲左式 detCAD B

② if AB BA 曲 左式 det DA B



例2 若上例中去掉条件det A 0 证明结论成立
证 考虑矩阵 A入二入EntA
令 X入二 1是吕1

对 入
箬 AC CA Ai C CA入

若 AB BA Ax B B A入
当 入1充分大时 由摄动法可知 det A 0

由例 1 可知 detxxdetCAD CBICAC CAI 1

detXx det DAX CB AB BA 2

下只考虑 1 的情形
设 f入 det Xx g入 det AD CB

则由于 fai gl入 都是关于入的次数不超过 n的多项式
当1入d充分大时 fcdd g入成立 f八 g八 对 入EIR成立

取入二0 即为所证 由推论1可知

证 ①若 A B均可逆 IAB1 1AllB1 0 AB可逆

则 CAB ˇ IABI CAB

二 IAI IBI B A

1BIB IAIA

BVAV
② 一般地 没 A入 入EntA B八 入EntB 入EIR

类似上例用摄动法即可



补充 1
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