
2023-2024学年春季学期 本科生试题专用纸

1. (10分) 设复数矩阵 A =


−1 1 0

−4 3 0

0 0 2

 . 计算 A的每个特征根和特征子空间的

维数，并判断 A 是否能对角化.

证明: 直接计算得

χA = ((t+ 1)(t− 3) + 4)(t− 2) = (t2 − 2t+ 1)(t− 2) = (t− 1)2(t− 2).

故 A 有两个特征根 λ1 = 1 和 λ2 = 2. 设

A1 = (λ1E − A) =


2 −1 0

4 −2 0

0 0 −3

 .

因为 rank(A1) = 2, 所以 dimV λ1 = 1. 设

A2 = (λ2E − A) =


3 −1 0

4 −1 0

0 0 0

 .

因为 rank(A2) = 2, 所以 dimV λ2 = 1. 因为

dim(V λ1) + dim(V λ2) = 2 < 3,

所以 A 不可对角化. 2

2. (10分) 设复数方阵 A的特征多项式是 (t− 1)4t, JA 是其 Jordan 标准型

(i) 设 rank(A− E) = 2. 计算 JA 并说明理由.

(ii) 设 rank(A− E) = 3 和 rank((A− E)2) = 1. 计算 JA 并说明理由.

解. 因为 deg(χA) = 5, 所以 A 是 5 阶方阵. 因为特征根 0 的代数重数是 1,

所以 JA 中的对角线上有且仅有一个 0.

(i) 因为 rank(A − E) = 2, 所以特征根 1 的几何重数是 3. 由此可知, JA 中

有三个关于 1 的 Jordan 块. 故 JA = diag(1, 1, J2(1), 0).

(ii) 因为特征根 1 的几何重数是 2, 所以在 JA 中有两个关于 1 的 Jordan 块.

在 JA 中 J1(1) 的个数是 5 + 1− 2× 3 = 0. 故 JA = (J2(1), J2(1), 0) 2
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3. (10分) 设标准欧式空间 R4中的子空间 U 是方程组

{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x1 − x2 + x3 − x4 = 0

的解空间. 计算 U 的维数和正交补 U⊥的一组单位正交基.

解. 设

A =

(
1 1 1 1

1 −1 1 −1

)
.

因为 rank(A) = 2, 所以 dim(U) = 4− 2 = 2.

正交补的一组基是 A⃗t
1, A⃗

t
2. 对 A⃗t

1 单位化得 e1 = (1/2, 1/2, 1/2, 1/2)t. 因为

A⃗t
1⊥A⃗t

2, 所以对 A⃗t
2 单位化得

e2 = (1/2,−1/2, 1/2,−1/2)t,

且 e1 和 e2 是 U⊥ 得一组单位正交基. 2

注: 单位正交基的答案不唯一.

4. (10分) 设实对称矩阵

A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

 .

已知 A的特征多项式等于 (t− 1)2(t− 10). 计算正交矩阵 P 和对角矩阵D使

得 P tAP = D.

解. 直接计算

rank(E − A) = rank


−1 −2 2

−2 −4 4

2 4 −4

 = 1.

故特征根 1 对应的特征子空间 V1 有基底: (2,−1, 0)t, (0, 1, 1)t.

注意到特征值 10 对应的特征子空间是 V ⊥
1 . 故它有基底 (−1,−2, 2)t.

通过 Gram-Schmidt 单位正交化得

P =


0 4√

18
1
3

1√
2

− 1√
18

2
3

1√
2

1√
18

−2
3

 .

则 P 是正交矩阵且 P tAP = diag(1, 1, 10). 2

注: 矩阵 P 的答案不唯一.
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5. (10分) 设实方阵 A 的特征多项式是 t2 − t + 1. 计算 A 的极小多项式和 A3,

并说明理由.

解. 由 Cayley-Hamilton 定理可知, µA|χA. 因为 µA ∈ R[x] 且 χA 无实根, 所

以 µA = χA.

同理 A2 = A− E. 故 A3 = A2 − A = A− E − A = −E. 2

6. (10分) 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, A 是 V 上的可逆线性算子. 证明:

(i) 如果 λ 是 A 的特征根, 则 λ ̸= 0 且 λ−1 是 A−1 的特征根;

(ii) 对任意 v ∈ V , dim(F [A] · v) = dim(F [A−1] · v).

证明: (i) 设 v 是关于 λ 的特征向量. 则 A(v) = λv. 因为 A 可逆且 v ̸= 0,

所以 λv ̸= 0. 我们得到 λ ̸= 0. 由 A(v) = λv 可知 A−1(v) = λ−1v. 故 λ−1

是 A−1 的特征根.

(ii) 设 d = dim(F [A] · v). 则 v,A(v), . . . ,Ad−1(v) 是 F [A] · v 的一组基. 设

α0v + α1A−1(v) + · · ·+ αd−1A−(d−1)(v) = 0,

其中 α0, . . . , αd−1 ∈ F . 则

α0Ad−1(v) + α1Ad−2(v) + · · ·+ αd−1v = 0.

故 α0 = · · · = αd−1 = 0. 于是, v,A−1(v), . . . ,A−(d−1)(v) 线性无关. 由此可

知 dimF [A−1] · v ≥ d. 互换 A 和 A−1 的位置可得, dimF [A−1] · v ≤ d. 故

dimF [A−1] = d. 2

注. (ii) 的另解

(a) 由矩阵求逆的多项式法可推出 A−1 ∈ F [A]. 故 F [A−1] ⊂ F [A]. 从而,

F [A−1] · v ⊂ F [A] · v.

因为 A 是 A−1 的逆, 所以同理可得

F [A] · v ⊂ F [A−1] · v.

我们证明了

F [A] · v = F [A−1] · v.

于是, 这两个循环子空间维数相同.
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(b) 设 d = dimF [A] · v. 则 F [A] · v 中的元素是 v,A(v), . . . ,Ad−1(v) 的线

性组合. 从而 A−(d−1) 是从 F [A] · v 到 F [A−1] · v 的线性单射. 故

d ≤ dim(F [A−1] · v).

类似可证

d ≥ dim(F [A−1] · v).

7. (10分) 设 A 是 n阶复矩阵. 证明以下三个断言等价:

(i) A 的 Jordan 标准型中不含阶数大于 1 的幂零 Jordan 块;

(ii) t2 不是 A 的极小多项式的因子;

(iii) rank(A) = rank(A2).

证明. (i) =⇒ (ii). 设 t 在 µA(t) 中的重数是 m. 则在 JA 中幂零 Jordan 块

的最大阶数等于 m. 由 (i) 可知 m < 2. 故 t2 ∤ µA.

(ii) =⇒ (iii). 注意到 (ii) 蕴含 (i). 根据 (i), 我们有 A 可逆或:

JA =

(
O O

O ∗

)
,

其中 ∗ 是一个可逆方阵. 故 rank(JA) = rank(J2
A). 从而 rank(A) = rank(A2).

(iii) =⇒ (i). 如果 A 可逆, 则 JA 不含任何幂零 Jordan 块. 设 rank(A) < n.

则 JA 中一阶幂零 Jordan 块的个数等于

n+ rank(A2)− 2rank(A) = n− rank(A).

它是特征根 0 的几何重数. 该重数等于 JA 中所有幂零矩阵的个数. 故 JA 中

不可能有大于一阶的幂零 Jordan 块. 2

8. (10分) 设 V 是 n维欧式空间, U 是 V 的 d 维子空间, 其中 0 < d < n. 再设映

射 A : V −→ V 把 V 中的任意向量映到它在 U 上的正交投影. 证明:

(i) A是 V 上的线性算子;

(ii) 算子 A 的特征根是 λ1 = 1 和 λ2 = 0, 且 V λ1 = U 和 V λ2 = U⊥.
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证明. (i) 设 e1, . . . , ed 是 U 的一组单位正交基. 则

A : V −→ V

x 7→
∑d

i=1(x|ei)ei.
(1)

因为 (x|ei) 关于 x 是线性的, 所以 A 是线性算子.

(ii)把上述 e1, . . . , ed 扩充为 V 的一组单位正交基 e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en. 则

ed+1, . . . , en ∈ U⊥. 因为 V = U ⊕ U⊥, 所以 dimU⊥ = n− d. 故

U⊥ = ⟨ed+1, . . . , en⟩.

由 (1) 可知, A 在该基下的矩阵是

A = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−d

).

因为 0 < d < n, 所以 A 的特征根是 λ1 = 1 和 λ2 = 0. 由 (1) 可知,

V λ1 = ⟨e1, . . . , ed⟩ 和 V λ2 = ⟨ed+1, . . . , en⟩.

故 U = V λ1 且 U⊥ = V λ2. 2

9. (10分) 设 A ∈ Mn(R) 是斜对称的.

(i) 证明: det(E + A) ≥ 1, 其中 E 是 n 阶单位方阵.

(ii) 再设 B ∈ SMn(R) 正定. 证明: det(A+B) ≥ det(B).

证明. (i) 存在正交矩阵 P 使得

P tAP = diag (N(0, β1), . . . , N(0, βs), 0, . . . , 0) .

于是,

P t(E + A)P = P tdiag (N(1, β1), . . . , N(1, βs), 1, . . . , 1)P.

两边同时取行列式得 det(E + A) = (1 + β2
1) · · · (1 + β2

s ) · 1 · · · 1 ≥ 1.

(ii) 存在可逆矩阵 Q 使得 QtBQ = E. 令 C = QtAQ. 则 C 斜对称. 我们有

|C + E| = |Q|2|A+B| (i)
=⇒ |A+B| ≥ |Q|−2

且

QtBQ = E =⇒ |B| = |Q|−2.

由上述两式可知 det(A+B) ≥ det(B). 2
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10. (10分) 设 V 是域 F 上的 n维线性空间, 其中 n > 0. 设

� A 是 V 上的线性算子, 其极小多项式为 µA ∈ F [t];

� 对任意 v ∈ V , 设 µA,v ∈ F [t] \ {0} 是次数最小的首一多项式使得
µA,v(A)(v) = 0;

� S = {v ∈ V | deg(µA,v) < deg(µA)}.

证明:

(i) S = {0} 当且仅当 µA 不可约;

(ii) S 是有限个 A-子空间的并.

证明: (i) 注意到 µA,v | µA. 如果 µA 不可约. 则 deg µA,v < deg µA 蕴含

µA,v ∈ F \ {0}. 故 S = {0}. 反之，设 S = {0}. 如果 µA 可约, 则存在

p, q ∈ F [t] \ F 使得 µA = pq. 根据 µA 的定义和 0 < deg q < deg µA 可知, 存

在 v ∈ V 使得 w = q(A)(v) ̸= 0. 因为

p(A)(w) = p(A)q(A)(v) = µA(A)(v) = 0,

所以

deg µA,w ≤ deg p < deg µA.

我们有 w ∈ S, 矛盾.

(ii) 设 µA = pn1
1 · · · pns

s , 其中 p1, . . . , ps ∈ F [t] \ F 首一, 不可约, 两两互素,

n1, . . . , ns ∈ Z+. 令 Ki = ker(qi(A)), 其中 qi := µA/pi ∈ F [t], i = 1, . . . , s.

则 Ki 是 A-子空间. 如果 v ∈ Ki, 则 qi(A)(v) = 0. 故 v ∈ S. 于是,

Ki ⊂ S. 由此可知, K1 ∪ · · · ∪ Ks ⊂ S. 反之, 设 v ∈ S. 因为 µA,v | µA 且

deg µA,v < deg µA, 所以存在 i ∈ {1, 2, . . . , s} 使得 µA,v | qi. 故 v ∈ Ki. 进而

S ⊂ K1 ∪ · · · ∪Ks. 2
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