
第二章 线性算子

例 7.7 设上周最后一个例子中矩阵 B 是复矩阵. 求它的

特征值和特征向量.

解. 由上例可知,

χB(t) = t2 + 1.

于是, specC(B) = {
√
−1,−

√
−1}. 设特征根 λ1 =

√
−1.

它对应的特征子空间是方程组

(λ1E − A)

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 即方程组√

−1 1

−1
√
−1

x1

x2

 =

0

0


的解空间. 解方程组得 V λ1 = ⟨(1,−

√
−1)t⟩. 类似地, 特征

根 λ2 = −
√
−1对应的特征子空间是 V λ2 = ⟨(1,

√
−1)t⟩.

命题 7.8 设 A ∈ Mn(F ),

χA(t) = tn + an−1t
n−1 + · · · + a1t + a0, ai ∈ F.

则 an−1 = −tr(A)和 a0 = (−1)n det(A). 特别地, A可逆当

且仅当 0不是 A的特征根.
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证明. 设 A = (ai,j)n×n由特征多项式的定义可知

χA(t) = det


t− a1,1 −a1,2 · · · −a1,n

−a2,1 t− a2,2 · · · −a2,n
... ... . . . ...

−an,1 −an,2 · · · t− an,n

 .

由行列式的定义可知

χA(t) = (t− a1,1)(t− a2,2) · · · (t− an,n) + p(t),

其中 p ∈ F [t]且 deg(p)<n − 1. 故 deg(χA)=n且 lc(χA)=1.

进而,

an−1 − a1,1 − · · · − an,n = −tr(A).

另一方面,

a0 = χA(0) = det


−a1,1 −a1,2 · · · −a1,n

−a2,1 −a2,2 · · · −a2,n
... ... . . . ...

−an,1 −an,2 · · · −an,n

 = (−1)n det(A).

注意到 χA(0) = 0当且仅当 det(A) = 0. 故 0是 A的

特征根当且仅当 A不可逆. □
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例 7.9 设 A ∈ Mn(F )是如下分块上三角形

A1 ∗ ∗ · · · ∗
O A2 ∗ · · · ∗
O O A3 · · · ∗
... ... ... . . . ∗
O O O · · · Ak


.

证明: χA = χA1 · · ·χAk
.

证明.

χA(t) = det(tE − A)

=



tEn1 − A1 ∗ ∗ · · · ∗
O tEn2 − A2 ∗ · · · ∗
O O tEn3 − A3 · · · ∗
... ... ... . . . ∗
O O O · · · tEnk − Ak


,

其中 Ai是 ni阶方阵, i = 1, 2, . . . , k. 于是,

χA(t) =

k∏
i=1

det(tEni − Ai) =

k∏
i=1

χAi
(t). □

命题 7.10 矩阵的特征多项式是相似不变量.

证明. 设 A,B ∈ Mn(F ) 且 A ∼s B. 则存在 P ∈ GLn(F )
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使得 B = P−1AP . 故

χB(t) = |tE −B|

= |tE − P−1AP |

= |P−1(tE − A)P |

= |P−1||tE − A||P |

= |tE − A| = χA(t). □

注解 7.11 由上述命题可知, 矩阵的特征根都是相似不变

量. 即矩阵的谱是相似不变量.

注解 7.12 矩阵的特征向量不是相似不变量. 事实上, 设

A ∈ Mn(F ), λ ∈ specF (A), v ∈ F n 是 A 关于 λ 的特征向

量. 再设 B = P−1AP , 其中 P ∈ GLn(F ). 则

B(P−1v) = P−1(Av) = P−1(λv) = λ
(
P−1(v)

)
.

故 P−1(v) 是 B 关于 λ 的特征向量. 通常 v ̸= P−1v.

例 7.13 设 A ∈ Mn(C). 则 A 有特征根.

证明. 特征多项式 χA(t) ∈ C[t] \ C, 根据代数基本定理,

specC(A) ̸= 0. □

例 7.14 设 A ∈ Mn(C). 证明: A 相似于一个上三角矩阵.

证明. 对 n 归纳. 当 n = 1 时显然. 设 n > 1 且 n− 1 时

结论成立.
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根据上例, A 有特征根有特征根. 设 λ 为 A的特征

根, v ∈ Cn 是 λ 对应的一个特征向量. 则 Av = λv.

令 P ∈ GLn(C) 是可逆矩阵使得 P⃗ (1) = v. 因为

AP =
(
Av, AP⃗ (2), . . . , P⃗ (n)

)
= (λv, ∗, . . . , ∗),

所以

P−1AP = P−1
(
λP⃗ (1), ∗, · · · , ∗

)
=
(
λP−1P⃗ (1), ∗, · · · , ∗

)

=


λ ∗ · · · ∗
0
...

0

B

 ,

其中 B ∈ Mn−1(C). 根据归纳假设, 存在 Q ∈ GLn−1(C)
使得 Q−1BQ 是上三角的. 则

T =


1 0 · · · 0

0
...

0

Q


−1

P−1AP


1 0 · · · 0

0
...

0

Q


是上三角矩阵. 故 A ∼ T . □
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7.3 线性算子与矩阵的特征向量、特征值和特

征多项式之间的联系

定义 7.15 设 A ∈ L(V ), e1, . . . , en 是 V 的一组基, A在
该基下的矩阵等于 A. 则 det(tE − A)称为 A的特征多项
式(characteristic polynomial), 记为 χA. 特征多项式 χA(t)

在 F 中所有根的集合记为 specF (A), 称为 A的在 F 中的

谱(spectrum)

本节中关于矩阵特征向量和特征值的结果可以翻译成算

子的语言, 表述如下设A ∈ L(V ).

1. χA是良定义的 (命题 7.10).

2. χA是次数为 dim(V )的首一多项式, A可逆当且仅当
χA(0) ̸= 0. （命题 7.8)

下面我们描述定义 7.15 中 A 与 A 特征向量之间的关系.

设 v ∈ V \ 0 且

v = (e1, . . . , en)


v1
...

vn

 .
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则 v 是关于特征值 λ 的特征向量当且仅当

A(v) = λv ⇐⇒ (e1, . . . , en)A


v1
...

vn

 = λ(e1, . . . , en)


v1
...

vn



⇐⇒ A


v1
...

vn

 = λ


v1
...

vn

 .

故 v 是 A 关于 λ 的特征向量当且仅当其坐标是 A 关于

λ 的特征向量. 由此可知, 计算线性算子的特征值和特征

向量的问题可以转化为计算其矩阵表示的特征值和特征

向量的问题.

例 7.16 设 V 的一组基是 e1, . . . , en, 算子 J 由

J (e1) = 0,J (e2) = e1,J (e3) = e2, . . . ,J (en) = en−1

确定. 求 J 的所有特征向量和特征值.

解. 算子 J 在 e1, e2, . . . , en的矩阵是

J =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0


.

故 χA(t) = tn. 故 V 0 = ker(J ) = ⟨e1⟩.
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例 7.17 设 V 是 C 上的 n 维线性空间, A ∈ L(V ). 则 A
有特征值, 且 A 在某组基下的矩阵的上三角的.

证明. 根据例 7.13, 7.14 和线性算子与矩阵表示之间的关

系直接可得. □

8 对角化

定义 8.1 设 A ∈ L(V ). 如果 A在 V 的某组基下的矩阵

是对角矩阵, 则称 A是可对角化的. 如果 A ∈ Mn(F )相

似于一个对角矩阵, 则称 A是可对角化的.

定理 8.2 (可对角化判别法I)设n = dim(V )和A ∈ L(V ).

则 A可对角化当且仅当 A有 n个线性无关的特征向量.

证明. 设 v1, . . . ,vn是 A的 n个线性无关的特征向量. 设

A(vi) = λivi, i = 1, 2, . . . , n. 注意到 λ1, . . . , λn ∈ F 不一

定两两不同. 此时, v1, . . . ,vn是 V 的一组基, 且

(A(v1),A(v2), . . . ,A(vn)) = (λ1v1, λ2v2, . . . , λnvn)

= (v1, . . . ,vn)


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . 0

0 0 · · · λn

 .
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反之, 设 A在基底 ϵ1, . . . , ϵn 下的矩阵是 diag(λ1, . . . , λn).

则A(ϵi) = λiϵi. 于是, ϵi是A的特征向量且 ϵ1, . . . , ϵn线性

无关. □

推论 8.3 设 A ∈ Mn(F ). 则 A可对角化当且仅当 A有 n

个线性无关的特征向量. 设 A有 n个线性无关的特征向

量 v1, . . . ,vn. 令 P=(v1, . . . ,vn). 则 P−1AP 是对角矩阵.

证明. 把 A看成 F n上的线性算子满足 x 7→ Ax. 则由上

述定理可知矩阵 A相似于对角阵当且仅当 A有 n个线性

无关的特征向量. 此时, P 是从标准基到基底 v1, . . . ,vn的

转换矩阵. 于是, P−1AP 是对角阵. □

注解 8.4 线性算子 A ∈ L(V )可对角化当且仅当 A在 V

任何一组基下的矩阵可对角化.

例 8.5 (科斯特利金第一卷第 72页) 设

A =

0 1

1 1

 ∈ M2(R).

判断 A 是否能对角化. 如果可以, 求 P ∈ M2(R) 使得
P−1AP 是对角矩阵.

解. 计算

χA(t) = det

 t −1

−1 t− 1

 = t2 − t− 1.
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解方程得

λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
.

下面计算特征向量. 特征值 λ1对应得特征向量是方程组λ1 −1

−1 λ1 − 1

x1

x2

 =

0

0


的非零解. 因为 dim(V λ1) = 1, 所以取 (1, λ1)

t 即可. 类似

取 λ2对应的特征向量 (1, λ2)
t. 因为 λ1 ̸= λ2, 所以这两个

特征向量线性无关. 则

P =

 1 1

λ1 λ2

 .

于是

P−1AP =

λ1 0

0 λ2

 .

例 8.6 由上周讲义例 7.3可知, R[x](n)中关于导数算子 D
的特征向量是 f ∈ R \ {0}. 不存在两个线性无关的特征
向量. 于是, 当 n > 1时 D不能对角化.

引理 8.7 设 A ∈ L(V ), λ1, . . . , λk ∈ specF (A)两两不同.

则 V λ1 + · · · + V λk 是直和.

证明. 对 k归纳. 当 k = 1时结论显然成立. 设 k > 1且当

k − 1时结论成立.
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设 vi ∈ V λi, i = 1, 2, . . . , k, 满足

0 = v1 + · · · + vk.

则

0 = A(v1 + · · · + vk−1 + vk)

= A(v1) + · · · +A(vk−1) +A(vk)

= λ1v1 + · · · + λk−1vk−1 + λkvk.

第一式通乘 λk与第二式相减得

0 = (λk − λ1)v1 + · · · + (λk − λk−1)vk−1.

由归纳假设可知,

(λk − λ1)v1 = · · · = (λk − λk−1)vk−1 = 0.

因为 (λk−λ1), . . . , (λk−λk−1)都非零,所以v1= · · ·=vk−1=0.

进而 vk = 0. 由第一章第一讲定理 1.11 (ii), V λ1+ · · ·+V λk

是直和. □

推论 8.8 设 A∈L(V ), n=dim(V ). 如果 χA 在 F 中有 n

个不同的根, 则 A可对角化. 设 A ∈ Mn(F ). 如果 χA 在

F 中有 n个不同的根, 则 A可对角化.

证明. 设 λ1, . . . , λn是 A的互不相同的特征根. 任取 vi ∈
V λi, i = 1, 2, . . . , n. 因为 V λ1 + · · ·+ V λn是直和(引理 8.7),
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所以 v1, . . . ,vn线性无关 (第一章第一讲定理 1.11 (ii)). 于

是, 特征向量 v1, . . . ,vn 是 V 的一组基. 由定理 8.2, A可
对角化. 对于矩阵情形, 把 A看成 F n上的线性算子满足

x 7→ Ax即可. □

例 8.9 设

A =


1 0 1

0 1 0

−1 0 1

 ∈ M3(C).

判断 A是否可以对角化.

解. 计算得 χA(t) = (t− 1)(t2 − 2t + 2). 其导数是

(t2 − 2t + 2) + 2(t− 1)2.

它们是互素的. 所以 χA(t)在 C中有三个互不相同的根.

由上述推论, A可以对角化. □

定理 8.10 (可对角化判别法II) 设 A ∈ L(V )且

specF (A) = {λ1, · · · , λk}.

则 A可对角化当且仅当 V = V λ1 + · · · + V λk.

证明. 设 A可对角化. 则存在特征向量 v1, . . . ,vn构成 V

的一组基(定理 8.2). 因为 v1, . . . ,vn ∈ V λ1 + · · · + V λk , 所

以 V = ⟨v1, . . . ,vn⟩ ⊂ V λ1 + · · · + V λk. 于是,

V = V λ1 + · · · + V λk.
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反之, 我们有 V = V λ1 ⊕ · · · ⊕ V λk (引理 8.7). 设

ei,1, . . . ei,di是 V λi的一组基, i = 1, 2, . . . , k. 基底中的元素

都是特征向量. 由直和分解可知,

e1,1, . . . , e1,d1, . . . , ek,1, . . . , ek,dk

是 V 的一组基. 由定理 8.2, A可对角化. □

例 8.11 设 A ∈ L(V )可对角化, V 的一组基底是

e1,1, . . . , e1,d1, . . . , ek,1, . . . , ek,dk.

如上述证明中给出. 则 A在该基底下的矩阵是
λ1Ed1 O · · · O

O λ2Ed2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · λkEdk

 .

推论 8.12 设 A ∈ Mn(F )且 specF (A) = {λ1, · · · , λk}. 则
A可对角化当且仅当 F n = V λ1 + · · · + V λk.

证明. 把A看成 F n上在标准基下矩阵为A的线性算子即

可. □

定理 8.13 (可对角化判别法III) 设 A ∈ L(V )且

specF (A) = {λ1, · · · , λk}.
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则 A可对角化当且仅当

dim(V λ1) + · · · + dim(V λk) = dim(V ).

证明. 由引理 8.7可知,

dim(V λ1 + · · · + V λk) = dim(V λ1) + · · · + dim(V λk).

于是

dim(V λ1 + · · · + V λk) = dim(V ) =⇒ V λ1 + · · · + V λk = V.

由定理 8.10, A可对角化当且仅当

dim(V λ1) + · · · + dim(V λk) = dim(V ). □

推论 8.14 设 A ∈ Mn(F )且 specF (A) = {λ1, · · · , λk}. 则
A可对角化当且仅当

dim(V λ1) + · · · + dim(V λk) = n.

证明. 把A看成 F n上在标准基下矩阵为A的线性算子即

可. □

例 8.15 设 A ∈ Mn(F )是非零的幂零矩阵. 证明 A不可

对角化.

证明. 设 k ∈ Z+使得 Ak = O. 假设 λ ∈ F \ {0}是 A的

特征根且其对应的特征向量是 y. 则

Ak(y) = Ak−1A(y) = Ak−1(λy) = λAk−1(y) = · · · = λky.
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因为Ak=O,所以 λky=0. 矛盾. 由此得出, specF (A)={0}.
假设 A 可对角化. 则 dim(V 0) = n (定理 8.13). 于是,

rank(A) = 0, 即 A = O. 矛盾. □

定义 8.16 设A ∈ L(V ), λ ∈ specF (A). 特征根 λ在 χA(t)

中的重数称为 λ的代数重数. 特征子空间 V λ的维数称为

λ的几何重数. 类似地, 我们可以定义矩阵特征根的代数

和几何重数.

引理 8.17 设 A ∈ L(V ), λ ∈ specF (A). 则 λ的代数重数

不低于它的几何重数. 对矩阵也有类似的结论.

证明. 设 d是 λ的几何重数. 则 V λ 是 A的 d-维不变子

空间 (第二章第三讲第十页第一段验证了特征子空间是A
不变的). 于是, 在 V 的某组基下A的矩阵是B ∗

O C

 ,

其中 B是 AV λ 在 V λ某组基下的矩阵(第二章第二讲命题

5.3). 因为AV λ = λEd, 所以 B = λEd. 于是,

χA(t) = χB(t)χC(t) = (t− λ)dχC(t)

(见第二章第三讲例 8.15). 我们有 (t− λ)d|χA(t).而 λ的代

数重数是最大的整数m使得 (t− λ)m|χA(t). 故 d ≤ m. □
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定理 8.18 (可对角化判别法IV) 设 A ∈ L(V ). 则 A可对
角化当且仅当以下两个条件成立

(i) χA(t) 在 F [t] 中可以分解为一次因子之积, 即 χA(t)

的所有根都在 F 中;

(ii) ∀ λ ∈ specF (A), λ的几何重数等于它的代数重数.

证明. 设 specF (A) = {λ1, · · · , λk}.
设A可对角化. 由例 8.11, A在某组基下的矩阵是

λ1Ed1 O · · · O

O λ2Ed2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · λkEdk

 ,

其中 di是 λi的几何重数, i = 1, 2, . . . , k. 于是,

χA(t) = (t− λ1)
d1(t− λ2)

d2 · · · (t− λk)
dk.

条件 (i)和 (ii)都成立.

反之, 设条件 (i)和 (ii)成立. 则

χA(t) = (t− λ1)
d1(t− λ2)

d2 · · · (t− λk)
dk,

其中 di是 λi的几何重数, i = 1, 2, . . . , k. 于是,

d1 + · · · + dk = deg(χA) = dim(V ).

根据定理 8.13, A可对角化. □
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推论 8.19 设 A ∈ Mn(F ). 则 A可对角化当且仅当以下两

个条件成立

(i) χA(t) 在 F [t] 中可以分解为一次因子之积, 即 χA(t)

的所有根都在 F 中;

(ii) 对任意 λ∈specF (A), λ的几何重数等于其代数重数.

证明. 把 A看成 F n上在标准基下矩阵为 A的算子. □

定理 8.20 (可对角化判别法V) 设 A ∈ L(V ). 则 A可对
角化当且仅当 µA(t) 在 F [t] 中可以分解为两两互素一次

因子之积.

证明. 设A在 V 的某组基下的矩阵是 A=diag(λ1, . . . , λn).

则

µA(t) = µA(t) = lcm(t− λ1, . . . , t− λn) =
∏

α∈{λ1,...,λn}

(t− α).

(见第二章第三讲引理 5.7). 于是, µA(t)在 F [t]中可以分解

为两两互素一次因子之积.

反之,设 µA(t)=(t− β1) · · · (t− βk),其中 β1, . . . , βk∈F
两两不同. 则 t − βi, t − βj 互素, i ̸= j. 由定理 5.11 (扩展

的核核分解定理之极小多项式版), 我们有

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk,
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其中 Ui = ker(A− βiE), i = 1, . . . , k. 根据第二章第二讲命

题 5.5, Ui是 A-不变的. 由 Ui的定义可知, 对任意 x ∈ Ui,

A(x) = βix, 即限制算子 AUi
是的数乘算子 βiEdi, 其中

di = dim(Ui). 故A在 V 的某组基下的矩阵是
β1Ed1 O · · · O

O β2Ed2 · · · O
... ... . . . ...

O O · · · βkEdk

 . □

推论 8.21 (可对角化判别法V) 设 A ∈ Mn(F ). 则 A可对

角化当且仅当 µA(t)在 F [t]中可以分解为两两互素一次因

子之积.

用上述定理推论考虑例 8.15. 因为 A是非零的幂零矩

阵, 所以 µA = tk且 k > 1. 于是, A不能对角化.

例 8.22 设 F 的特征不等于 2. 证明: V 上的对合算子 A,

即满足 A2 = E, 是可对角化.

证明. 设 f (t) = t2 − 1. 则 f (A) = O. 由第二章第二讲引

理 4.2, µA(t)|f (t). 于是, µA(t) = t − 1或 µA(t) = t + 1或

µA(t) = (t− 1)(t + 1). 它的不可约因子都是一次的且两两

互素. 于是, A可对角化. □

注解 8.23 设 F 的特征等于 2. 则对合算子可对角化当且

仅当 A = E. 这是因为 A ≠ E 当且仅当 µA = (t− 1)2.
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注解 8.24 当算子或矩阵是通过多项式关系给出时, 第五

个判别法比较容易应用.
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