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第十七周习题

1. 设 A 为对称矩阵 
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求正交矩阵 P 与对角阵 D 使得 P tAP = D.

2. 设 V 是 n 维欧式空间, v ∈ V 且 ||v|| = 1. 令

A : V −→ V

x 7→ x− 2(v|x)v.

证明: A 既是对称算子又是正交算子. 计算 A 的所有特征根和它们的代数重数.

3. 设 A ∈ SMn(R) 半正定. 证明对任意正整数 k，存在 n 阶半正定矩阵 B 使得

A = Bk.

4. 设 A 是可逆的斜对称矩阵. 证明: A+ A2 可逆.

5. 设 A,B ∈ SMn(R). λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn 为 A 的所有特征值, µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn 为

B 的所有特征值. 证明：

(i) ∀x ∈ Rn,x ̸= 0，定义

RA(x) =
xtAx

xtx
,

则 min(RA(x)) = λ1 和 max(RA(x)) = λn.

(ii) A+B 的特征值均落在 [λ1 + µ1, λn + µn] 之中.

6. 设 M =

(
A B

C D

)
正定，其中 A,B,C,D ∈ Mn(R). 证明：

det(M) ≤ det(A) det(D)− det(A) det(BtA−1B).


