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1 �êåu)�§

1.1 �5�§(|)

� a, b´¢ê. ¦¢ê x¦�

ax = b.

(i) a 6= 0, ��); ;,´¢¶þ��:.

(ii) a = 0, b 6= 0, Ã).

(iii) a = b = 0, Ø���); ;,´��¢¶.

� a, b, c´¢ê. ¦¢ê x, y¦�

ax + by = c.

(i) a, bØ��", Ø���); ;,´¢²¡þ��^

��.

(ii) a = b = 0, c 6= 0, Ã).

(iii) a = b = c = 0, Ø���); ;,´��¢²¡.
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� a1, b1, c1, a2, b2, c2´¢ê. ¦¢ê x, y¦� a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2
.

(i) ��), ;,´¢²¡þü^Ø²1����:.

(ii) Ã).

(iii) Ø���), ¢²¡ü^Ü���.

� a, b, c, d´¢ê. ¦¢ê x, y, z¦�

ax + by + cz = d.

`ÑgC� a, b, cØ��"�, þã�§�Ln�¢�m

��Ü²¡.

���¢Xê�5�§|LãXe:
a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm

. (1)

§k n���êÚm��§.

e¡·�Ú\Ý
5{'/L«�5�§|. ¢êþ
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�m1 n��Ý
´�

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... . . . ...

am,1 am,2 · · · am,n

 . (2)

é i = 1, 2, . . . ,m, A�1 i1(�þ)´ (ai,1, ai,2, . . . , ai,n),

P� ~Ai. é j = 1, 2, . . . , n, A�1 j�(�þ)´
a1,j

a2,j
...

an,j

 .

P� ~A(j). (2)¥�Ý
�{P� (ai,j)m×n.

5) 1.1 ·�^ Om×n�Ld m1Ú n�� 0|¤�Ý


, ¡�m× n�"Ý
.

~ 1.2 �Ý
 Ad (2)�Ñ. Ké i = 1, 2, . . . ,m, ~Ai´ 1

1 n��Ý
. é j = 1, 2, . . . , n, ~A(j) ´ m1 1��Ý


. AO/, z�¢êÑ´�1���Ý
.
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Ý
 (2)¡��§| (1)�XêÝ
. Ý


B =


a1,1 a1,2 · · · a1,n b1

a2,1 a2,2 · · · a2,n b2
... ... . . . ... ...

am,1 am,2 · · · am,n bm

 .

¡� (1)�O2Ý
. (1)¡�± B �O2Ý
� 'u

x1, . . . , xn��5�§|. XJ·�` B´���5�§

|�O2Ý
, KT�§|´� (1).

½Â 1.3 XJ (1) k), K¡§´ �N� (compatible).

ÄK¡��Ø�N�. (incompatible). � (1)�N. XJ

§�)��, K¡��(½� (deterministic). ÄK¡�

�Ø(½� (non-deterministic).

~ 1.4 ��§| Tn�O2Ý
´

a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 a1,n b1

0 a2,2 · · · a2,n−1 a2,n b2
... ... . . . ... ... ...

0 0 · · · an−1,n−1 an−1,n bn−1

0 0 · · · 0 an,n bn


,

Ù¥ a1,1, a2,2, . . . , an,nÑØ�u". y²: Tn´(½�.
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y². � Tn éA���ê´ x1, . . . , xn. ·�é n8B.

� n = 1�, T1´

a1,1x1 = b1.

§���)´ x1 = b1/a1,1.

� n > 1�(Øé Tn−1 ¤á. 3 Tn ¥, ·�k�§

an,nxn = bn. � xn = bn/an,n. òÙ�\� Tn¥�c n− 1

�§¥, ·���'u x1, . . . , xn−1 ��5�§| Un−1.

ÙO2Ý
�
a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 b1 −

a1,nbn
an,n

0 a2,2 · · · a2,n−1 b2 −
a2,nbn
an,n

... ... . . . ... ... ...

0 0 · · · an−1,n−1 bn−1 −
an−1,nbn
an,n

 .

K x1 = α1, . . . , xn−1 = αn−1, xn = αn´ Tn�)��=�

x1 = α1, . . . , xn−1 = αn−1´ Un−1�)� αn = bn/an,n.

5¿� Un−1�XêÝ
E�þn�/ª�é��þ

��Ñ�""�8Bb�%¹ Un−1 �)�3���. d

d��, Tn�)�3���. = Tn´(½�. �

1.2 pg�§(|)

� a, b, c´¢ê� a 6= 0, ¦ x¦�

ax2 + bx + c = 0.
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��{:

ax2 + bx + c = a

(
x2 +

b

a
x +

c

a

)
= a

(
x2 +

b

a
x +

(
b

2a

)2

−
(
b

2a

)2

+
c

a

)

= a

((
x +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2

)
.

u´, þã���g�§�du(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
.

- y = x + b
2a. K

y2 =
b2 − 4ac

4a2
.

�¦)���g�§�dum²�. ·�k

y = ±
√
b2 − 4ac

2a
=⇒ x =

−b±
√
b2 − 4ac

2a
.

5) 1.5 � b2 − 4ac < 0�, ���g�§vk¢ê).

� a, b, c, d´¢ê� a 6= 0, ¦ x¦�

ax3 + bx2 + cx + d = 0. (3)

-

x = y − b

3a
.
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ò y�\�du (3)��§

x3 +
b

a
x2 +

c

a
x +

d

a
= 0

� (
y − b

3a

)3

+
b

a

(
y − b

3a

)2

+
c

a

(
y − b

3a

)
+
d

a
= 0.

z{�, ·�k

y3 + py + q = 0, (4)

Ù¥ p, q´¢ê.

5) 1.6 �

f (x) = xn +
an−1
an

xn−1 + · · · + a1
an
x +

a0
an
.

-

x = y − an−1
nan

¿�\ f �� ngõ�ª g(y). Tõ�ª�gp��X

ê�u".

�
¦) (4), -

y = z − p

3z
. (5)

�\ (4)� (
z − p

3z

)3
+ p

(
z − p

3z

)
+ q = 0.

7



Ðm�, ·�k:

z3−pz+p
2

3z
− p3

27z3
+pz−p

2

3z
+ q = 0.

z{�

z6 + qz3 − p3

27
= 0. (6)

ÏLù��§¦Ñ z3, 2ÏLmá�¦� y, ,��� x.

dd��·��±ÏLkn$�(\!~!¦!Ø), m²

�Úmá�¦Ñ��ng�§��. C� (5)´�²��,

(6)¡� (3)�ý)ª (resolvent).

��og�§�±ÏLkn$�!m²�!má�

Úmog�¦)"ÙØ%E|�´�Eý)ª. � Abel

Ú Galoisy²
��Êg�§Ø�UÏLkn$�Úm

�¦)"AO/, Galois�y²x)
��#�êÆ©|:

Ä��ê.

¦)õ�pg�ê�§|´�êAÛ�å. o�,

�ê´�±ö��AÛ, AÛ´´�±£±��ê.

2 �5�§|ÐÚ

� LÚ L′´ü�¢Xê n��5�§|. XJ½ö

LÚ L′ÑØ�N,½ö LÚ L′k�Ó�¢),K¡§�´

�d�. �!�8�´r���5�§|z����d�

�5�§|, �ö��N5Ú(½5´N´�ä�.
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2.1 Ý
�Ð�1C�

� A = (ai,j)m×n ´ m × n �¢Ý
, 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j ≤ n.

(i) r A¥1 i1Ú1 j 1p� ���Ý
 A′. K¡

A′´ÏL1 IaÐ�1C�d A���. d� A′�

1 i1Ú1 j1©O´

(aj,1, . . . , aj,n) Ú (ai,1, . . . , ai,n).

Ù§1� A�Ó.

(ii) � i 6= j, α´¢ê. r A�1 i1Ï¦ α�\�1 j

1þ��Ý
A′. K¡A′´ÏL1 IIaÐ�1C�

d A���. � A′�1 j1´

(αai,1 + aj,1, . . . , αai,n + aj,n).

Ù§1� A�Ó.

(iii) � α´�"¢ê. r A�1 i1Ï¦ α��Ý
 A′.

K¡ A′´ÏL1 IIIaÐ�1C�d A���. �

A′�1 i1´

(αai,1, . . . , αai,n).

Ù§1� A�Ó.
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I!II!IIIaÐ�1C�Ú¡Ð�1C�.

Ún 2.1 � n��5�§| L�O2Ý
´ B, é B ?

1�gÐ�1C���Ý
 B′. 2� B′éA��5�§

|´ L′. K L� L′�d.

y². � B′´ÏL1 IaÐ�1C�d B ���. K L′

´r L¥ü��§p� �����§|. u´, LÚ L′

w,�d. � B′´ÏL1 IIIaÐ�1C�d B ���.

K L′´r L¥,��§Ï¦���"¢ê����§|.

u´, LÚ L′�d.

e¡·��Ä1�aÐ�C�. �

B =


a1,1 a1,2 · · · a1,n b1

a2,1 a2,2 · · · a2,n b2
... ... . . . ... ...

am,1 am,2 · · · am,n bm

 .

K L´ 

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1
...

ai,1x1 + ai,2x2 + · · · + ai,nxn = bi
...

aj,1x1 + aj,2x2 + · · · + aj,nxn = bj
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm

.
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 L′´

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1
...

ai,1x1 + ai,2x2 + · · · + ai,nxn = bi
...

(αai,1 + aj,1)x1 + (αai,2 + aj,2)x2 + · · · + (αai,n + aj,n)xn = αbi + bj
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm

.

e¡·�5y² LÚ L′Ó). �
x1 = β1

x2 = β2
...

xn = βn

(7)

´ L���). �\ L′�1 j��§�

n∑
k=1

(αai,k + aj,k)βk = α

k∑
k=1

ai,kβk +

n∑
k=1

aj,kβk = αbi + bj.

5¿� LÚ L′�k1 j��§ØÓ. � (7)´ L′�).

��, � (7)´ L′�). �§| L¥�k1 j ��§
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� L′¥Ø��, r)�\T�§�:
n∑
k=1

aj,kβk =

n∑
k=1

(αai,k + aj,k − αai,k)βk

=

n∑
k=1

(αai,k + aj,k)βk︸ ︷︷ ︸
L′¥1 j ��§

−α
k∑
k=1

ai,kβk︸ ︷︷ ︸
L′¥1 i��§

∵ j 6=i
= αbi + bj − αbi = bj.

� (7)�´ L�). �

·K 2.2 � n��5�§| L�O2Ý
´ B, é B ?

1k�gÐ�1C���Ý
 B′. 2� B′éA��5�

§|´ L′. K L� L′�d.

y². k�g|^Ún 2.1=�. �

2.2 �F.Ý


� A´m× n�¢Ý
. XJ

A =



0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗

... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


,
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Ù¥ •�L�"¢ê, ∗�L?¿¢ê, K¡ A´�F.

Ý
. AO/, =d"|¤�Ý
´�F.�.

·K 2.3 � A´ m × n�¢Ý
. ÏLk�g1 IaÚ

1 IIaÐ�1C�, ·��±r Az����F.Ý
.

y². � AØ´"Ý
. ·�é m8B. � m = 1�, A

��´�F.�. �·K¤á. �m > 1�·Kém − 1

¤á. � `�´ A¥1��¹k�"ê��, Ù¥���

"ê�u a¿Ñy31 k1. ·�r1�1Ú1 k1éN

��Ý


B =

↓`
0 · · · 0 a ∗ · · · ∗
0 · · · 0 b2 ∗ · · · ∗

... ... ...

0 · · · 0 bm ∗ · · · ∗

 ,

Ù¥ b2, . . . , bm´¢ê. r1�1Ï¦ −b2a−1\�1�1
þ�

C =

↓`

0 · · · 0 a ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 b3 ∗ · · · ∗

... ... ...

0 · · · 0 bm ∗ · · · ∗


,
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aq/, ·�r1�1Ï¦ −bia−1 \�1 i 1þ, i =

3, 4, . . . ,m�

D =

↓`

0 · · · 0 a ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗

... ... ...

0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗


.

� D′´d D¥1�1!1n1! . . . , 1 m1|¤�Ý


. KD′km− 11.

�â8Bb�, ÏLk�g1 IaÚ1 IIaÐ�1C

�, ·��±rD′z����F.Ý
D′′, Ù¥c ` + 1

�¥���Ñ�u". é D′�Ð�1C���ué D

�Ð�1C�. u´, ÏLk�g1 IaÚ1 IIaÐ�1

C�, ·�rDz��FÝ
0 · · · 0 a ∗ · · · ∗
D′′

 . �

~ 2.4 |^Ð�1C�rÝ


A =


2 1 2 1

2 1 2 4

4 2 4 10
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z��F..

).

A
r2−r1−→


2 1 2 1

0 0 0 3

4 2 4 10

 r3−2r1−→


2 1 2 1

0 0 0 3

0 0 0 8

 r3−8
3r2−→


2 1 2 1

0 0 0 3

0 0 0 0

 . �

2.3 pd��{

� L´�� n��5�§|, ÙXêÝ
� A, O2

Ý
� B = (A|b). d·K 2.3·��±é B�k�gÐ

�1C�rXêÝ
 Az��F.��: Ý


C =



0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ c1

0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ c2
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ck

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 ck+1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 cm


,

½n 2.5 |^þãPÒ. ·�k

(i) L�N��=� ck+1 = · · · = cm = 0;

(ii) L(½��=� ck+1 = · · · = cm = 0� k = n.
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y². � L′´± C �O2Ý
� n��5�§|. d·

K 2.2, L′� L�d. u´,·���é L′?ØÙ�N5Ú

(½5=�.

(i)XJ ck+1, . . . , cmØ��", K L′Ø�N. � ck+1,

. . . , cmÑ�u". �d •�L��"�©OÑy31 `1,

. . . , `k�, Ù¥ 1 ≤ `1 < · · · < `k ≤ n. P L′¥���ê´

x1, . . . , xn. - xj = 0, Ù¥ j Ø�u `1, . . . , `k¥�?Û�

�. ·����§|

c1,`1x`1 + c1,`2x`2 + c1,`3x`3 + · · · + c1,`k−1x`k−1 + c1,`kx`k = c1

c2,`2x`2 + c2,`3x`3 + · · · + c2,`k−1x`k−1 + c2,`kx`k = c2

. . . ...

ck−1,`k−1x`k−1 + ck−1,`kx`k = ck−1

ck,`kx`k = ck,

0 = 0
...

0 = 0

Ù¥ c1,`1, c2,`2, . . . , ck−1,`k−1, ck,`k ´�"¢ê. �â~ 1.4,

þã�§|�N.

(ii)XJ ck+1 = · · · = cm = 0� k = n. K m ≥ n�
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`1 = 1, . . . , `k = n. u´, L′´

c1,1x1 + c1,2x2 + c1,3x3 + · · · + c1,n−1xn−1 + c1,nxn = c1

c2,2x2 + c2,3x3 + · · · + c2,n−1xn−1 + c2,nxn = c2

. . . ...

cn−1,n−1xn−1 + cn−1,nxn = cn−1

cn,nxn = cn,

0 = 0
...

0 = 0

�â~ 1.4, þã�§|(½.

��, � L′k��). d (i)�� ck+1 = · · · = cm = 0.

XJ k < n,K�3��ê xj¦� jØ�u `1, . . . , `k¥�

?Û��. -ù�� xj Ñ�u 1. ·������N��

17



§|

c1,`1x`1 + c1,`2x`2 + c1,`3x`3 + · · · + c1,`k−1x`k−1 + c1,`kx`k = c̃1

c2,`2x`2 + c2,`3x`3 + · · · + c2,`k−1x`k−1 + c2,`kx`k = c̃2

. . . ...

ck−1,`k−1x`k−1 + ck−1,`kx`k = c̃k−1

ck,`kx`k = c̃k,

0 = 0
...

0 = 0

é' (i)ínaq�� L′kü�ØÓ�), gñ. �

~ 2.6 �äe¡ü��§| LBÚ LC ©OdO2Ý
 B

Ú C (½.

B =


2 1 2 1 1

2 1 2 4 2

4 2 4 10 3

 Ú C =


2 1 2 1 1

2 1 2 4 2

6 3 6 9 5


�ä LB Ú LC ��N5Ú(½5

). ÏLé B�Ð�1C�r LB �XêÝ
z��F.
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�

B
r2−r1−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

4 2 4 10 3

 r3−2r1−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

0 0 0 8 1

 r3−8
3r2−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

0 0 0 0 −5
3

 .

�â½n 2.5, LB Ø�N.

ÏLé C �Ð�1C�r LC �XêÝ
z��F

.�

C
r2−r1−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

6 3 6 9 5

 r3−3r1−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

0 0 0 6 2

 r3−2r2−→


2 1 2 1 1

0 0 0 3 1

0 0 0 0 0

 .

�â½n 2.5, LC �N�Ø(½. �

2.4 àg�5�§|

¢Xê�5�§|H
a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = 0

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = 0
...

am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = 0

. (8)

¡�àg�5�§|. w,, Hd§�XêÝ
��(½

� x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0´§���). ¡�� H �

²�)½"). �H 7,�N.
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½n 2.7 àg�5�§| H k�²�)��=�ÙXê

Ý
�±ÏL1 I, IIaÐ�1C�z�


0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗

... ... ... ... ... ... . . . ... ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗


k×n

O(m−k)×n


Ù¥ •�L�"¢ê, ∗�L?¿¢ê,  k < n.

y². �â½n 2.5, HØ(½��=�§�O2Ý
�Ï

L1 I, IIaÐ�1C�z�


0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 • ∗ · · · ∗ 0


k×(n+1)

O(m−k)×(n+1)


� k < n. �.

dd·�������(Ø.

íØ 2.8 �àg�5�§| (8)¥m < n. KT�§|k

�²�).
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y². �ÏL1 I, IIaÐ�1C�rT�§|�XêÝ


z���F.k k��"1. K k ≤ m < n. d½n 2.7,

T�§|7k�²�). �
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