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摘要 多元多项式矩阵是符号计算、交换代数和多维系统等领域中的基本研究对象,与其相关的 Smith

标准形等价理论应用广泛. 本文针对行列式具有特殊结构的一类多元多项式方阵, 通过构建同构映射

将其转化为行列式为单变元多项式的方阵, 进而获得原方阵与其 Smith 标准形等价的充分必要条件,

即各阶约化子式均生成单位理想. 此外, 利用 Quillen-Suslin 定理及多项式矩阵零素分解理论, 将该类

型方阵的研究推广至秩亏且非方阵情形. 借助 Gröbner 基算法可判定此类多元多项式矩阵是否与其

Smith 标准形等价, 实例验证该等价理论的有效性.
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1 引言

多元多项式矩阵的等价问题作为 Serre 约化问题 [4] 的重要组成部分, 其理论在符号计算、交换代

数和多维系统等领域具有广泛应用 (参见文献 [2, 5]). 该问题旨在探究如何将复杂的多元多项式矩阵

约化为与之等价的更简形式 (如具有更少的方程数或变元数), 进而更有效地分析原矩阵的性质. 在线

性代数中, 通过引入特征多项式矩阵的 Smith 标准形概念 [15], 为数值矩阵的结构分类提供了有效工

具. 鉴于 Smith 标准形的重要作用, 人们已开始关注多元多项式矩阵与其 Smith 标准形的等价问题,

期望其理论可推广应用于计算代数几何 [8, 14] 和信号处理 [1, 31] 等领域.

由于单变元多项式环是 Euclid 整环, 借助 Gauss 消元法可将该环上的多项式矩阵约化为 Smith

标准形,故任意单变元多项式矩阵均与其 Smith标准形等价. 然而,当变元个数超过 1时,已有诸多反
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例表明, 该情形下的多元多项式矩阵未必与其 Smith 标准形等价. 其本质原因在于, 多元多项式环并

非 Euclid 整环, 不具备 Euclid 除法这一良好性质, 这使得多元多项式矩阵与其 Smith 标准形等价问

题至今仍是一个具有挑战性的难题.

1978 年, Frost 和 Storey [11] 针对二元多项式矩阵与其 Smith 标准形的等价问题, 首次提出了如

下断言: 矩阵与其 Smith标准形等价的充分必要条件是矩阵的各阶约化子式均生成单位理想.但随后,

他们通过反例 [12] 表明该断言并不成立. 理论研究表明, 矩阵的各阶约化子式均生成单位理想仅是矩

阵与其 Smith 标准形等价的一个必要条件. 因此, 研究者们开始探究当多元多项式矩阵具有何种结构

或满足什么性质时, 上述断言能够成立.

当二元多项式方阵的行列式为单变元不可约多项式时, Li 等 [17] 通过模不可约多项式的方法建立

从二元多项式环到主理想整环的同态映射, 证明了该类型方阵一定与其 Smith 标准形等价. 原因在

于, 此结构隐含各阶约化子式均生成单位理想的性质. Zheng 等 [38] 推广了此类型: 考虑行列式为单变

元不可约多项式幂次的二元多项式方阵, 证明了 Frost 和 Storey 的断言在此情形下成立. 随后, Guan

等 [13] 借助 Suslin 稳定性定理 [28] 将文献 [38] 中研究对象的范围扩大至多元情形 (变元个数大于 1 且

方阵阶数大于 2). 目前, Lu 等 [26] 在去掉 “不可约” 的约束条件下利用局部化技术证明, 当多元多项

式方阵的行列式属于单变元多项式环中的元素时, Frost 和 Storey 的断言是正确的.

2006 年, Lin 等 [22] 研究了如下类型多元多项式矩阵的等价问题: 当 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 满足

det(F ) = x1 − f(x2, . . . , xn) 时, F 与其 Smith 标准形等价, 其中 f ∈ K[x2, . . . , xn]. 在此基础上, Li

等 [19] 借助 Quillen-Suslin 定理证明了满足 det(F ) = [x1 − f(x2, . . . , xn)]
t 的 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]

l×l

与对角矩阵 S = diag{1, . . . , 1,det(F )} 等价的充分必要条件是 det(F ) 与 F 的 (l− 1)× (l− 1) 阶子式

生成单位理想, 其中 t 是正整数. 根据 Smith 标准形的定义可知, S 是 F 所有可能存在的 Smith 标准

形中最为特殊的一个. 随后, Liu 等 [23] 针对上述同样类型的多项式矩阵, 考虑其任意情形下的 Smith

标准形, 给出了 Frost 和 Storey 的断言的正确性证明.

此外, 研究者们在其他结构类型的多元多项式矩阵及相关计算等问题上亦取得若干进展 (参见文

献 [3, 7, 37]). 然而, 该等价问题尚未得到彻底解决. 鉴于多元多项式矩阵与其 Smith 标准形的等价性

不具有普遍性, 因此研究具有特殊结构或性质的多元多项式矩阵变得尤为重要. 本文聚焦于某类特殊

的多元多项式矩阵, 探究其与 Smith 标准形的等价理论.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍与多项式矩阵等价相关的一些概念与引理. 第 3节通过两

个实例来引出本文的研究对象, 并提出两个等价问题. 第 4 节通过建立两个多项式环之间的同构映射

来解决上一节中的等价问题, 并利用一个实例来说明等价理论的有效性. 第 5 节给出本文结论.

2 预备知识

令 K 是一个域, K[x1, x2, . . . , xn] 是系数在 K 中且变元为 x1, x2, . . . , xn 的多元多项式环, 其中

n > 2 为正整数. 令 K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 表示由元素在 K[x1, x2, . . . , xn] 中的所有 l × m 阶矩阵构

成的集合, 其中 l 和 m 为正整数. 已知 A ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l, det(A) 表示 A 的行列式; di(A) 表

示 A 的所有 i × i 阶子式的最大公因子, 其中 i = 1, . . . , l; 为方便起见, 记 d0(A) ≡ 1. 设 h1, . . . , hl ∈
K[x1, x2, . . . , xn], gcd(h1, . . . , hl)表示 h1, . . . , hl 的最大公因子; diag{h1, . . . , hl}表示由 h1, . . . , hl 组成

对角线元素的 l × l 阶对角矩阵.

首先介绍多元多项式矩阵的 Smith 标准形概念.
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定义 2.1 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 的秩为 r, 其中 1 6 r 6 min{l,m}. 按如下形式构造

K[x1, x2, . . . , xn] 中的多项式 ωi:

ωi =
di(F )

di−1(F )
, i = 1, . . . , r.

于是, F 的 Smith 标准形为

S =

diag{ω1, . . . , ωr} 0r×(m−r)

0(l−r)×r 0(l−r)×(m−r)

 .

当 n > 2 时, Li 等 [16] 利用局部化与 p- 指数技术证明了在多元情形下 ω1, ω2, . . . , ωr 仍然满足整

除关系: ω1 | ω2 | · · · | ωr. 由此可知, 定义 2.1 是线性代数中特征多项式矩阵的 Smith 标准形概念的自

然推广.

接下来, 介绍多元多项式环上一类具有特殊性质的矩阵: 幺模矩阵. 此矩阵常见于交换代数和多

维系统等领域.

定义 2.2 已知 U ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l. 若 det(U) ∈ K \ {0}, 则称 U 是一个幺模矩阵.

在定义 2.2 中, 可找到方阵

V ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l

使得 UV = Il, 其中 Il 是 l × l 阶单位矩阵. 不妨设

U∗ ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l

为 U 的伴随矩阵, 于是 UU∗ = det(U) · Il. 因为 U 是幺模矩阵, 所以 V = 1
det(U) · U

∗. 由此可见, 定义

2.2 是线性代数中可逆矩阵概念的进一步推广.

借助定义 2.2, 现在给出多元多项式环上多项式矩阵等价与相似的概念.

定义 2.3 已知 F1, F2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m. 若存在两个幺模矩阵 U ∈ K[x1, x2, . . . , xn]

l×l 和

V ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
m×m 使得 F1 = UF2V , 则称 F1 与 F2 等价.

多项式矩阵等价具有三条基本性质: 反身性、对称性与传递性.

定义 2.4 已知 A1, A2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l. 若存在幺模矩阵 U ∈ K[x1, x2, . . . , xn]

l×l 使得

A1 = U−1A2U , 则称 A1 与 A2 相似.

当多项式矩阵具有某些特殊结构时, 矩阵等价可以通过矩阵相似来判断, 即以下引理.

引理 2.1 [5] 已知 A1, A2 ∈ K[x2, . . . , xn]
l×l, 则 x1 · Il −A1 与 x1 · Il −A2 在 K[x1, x2, . . . , xn] 上

等价当且仅当 A1 与 A2 在 K[x2, . . . , xn] 上相似.

接下来介绍本文中最重要的一个概念,它与判断一个多项式矩阵是否与其 Smith标准形等价的条

件密切相关.

定义 2.5 [20] 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 的秩为 r, 其中 1 6 r 6 min{l,m}. 对于任意

满足 1 6 i 6 r 的正整数 i, 假设 a1, . . . , aβ ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 是 F 的所有 i × i 阶子式, 其中

β =
(
l
i

)(
m
i

)
. 将 di(F ) 从 a1, . . . , aβ 中提取出来, 可得 aj = di(F ) · bj , 其中 j = 1, . . . , β. 于是

b1, . . . , bβ ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 被称为 F 的 i× i 阶约化子式.

为方便起见, 令 Ii(F ) 表示由 F 的所有 i × i 阶子式生成的多项式理想, Ji(F ) 表示由 F 的所有

i × i 阶约化子式生成的多项式理想, 其中 i = 1, . . . , r. 由于多项式矩阵等价具有传递性质, 因此在等

价条件下, di(F ), Ii(F ) 和 Ji(F ) 是多项式矩阵的不变量, 即如下结论.
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引理 2.2 [23] 已知 F1, F2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m. 若 F1 与 F2 等价, 则有 di(F1) = di(F2),

Ii(F1) = Ii(F2) 和 Ji(F1) = Ji(F2), 其中 i = 1, . . . ,min{l,m}.
Lu 等 [26] 在研究行列式为单变元多项式的矩阵与其 Smith 标准形等价问题时, 借助局部化技术

和 Quillen-Suslin定理证明,通过各阶约化子式生成的多项式理想即可判断该类型矩阵是否与其 Smith

标准形等价.

引理 2.3 [26] 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 满足 det(F ) ∈ K[x1]\{0}. 则 F 与其 Smith标准形等

价的充分必要条件是 F 的各阶约化子式均生成单位理想,即 Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn]对于 i = 1, . . . , l

均成立.

在引理 2.3 中, 可以通过 Gröbner 基算法 [6] 来判断 F 的各阶约化子式是否生成单位理想. 规定

变元 x1, x2, . . . , xn 之间的大小关系, 并给定 K[x1, x2, . . . , xn] 中关于单项式集合的某种项序 ≺ [9], 然

后计算 Ji(F ) 关于 ≺ 的约化 Gröbner 基. 若约化 Gröbner 基为 {1}, 则说明 Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn];

否则不是. 关于 Gröbner 基算法方面的进展, 感兴趣的读者可参见文献 [10, 27].

Youla 和 Gnavi [36] 在研究多项式矩阵在多维系统中的应用时, 提出了如下概念.

定义 2.6 [36] 已知 A ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 是一个行满秩多项式矩阵, 其中 l 6 m. 若 Il(A) =

K[x1, x2, . . . , xn], 则称 A 是一个零左素矩阵. 类似地, 当 A ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
m×l 时, 可定义零右素

矩阵.

在定义 2.6 中, 若 l = m, 则零左 (右) 素矩阵即为幺模矩阵. 容易验证一个多项式矩阵是否为零

左素矩阵. 已知 A ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m, 其中 l 6 m. 计算 A 的所有 l × l 阶子式, 若全部为零, 则说

明 A 秩亏, 不满足定义 2.6 的条件, 从而不是零左素矩阵. 若存在不为零的 l × l 阶子式, 则计算它们

关于某种单项式序的约化 Gröbner 基 G. 若 G = {1}, 则说明 Il(A) = K[x1, x2, . . . , xn], 从而 A 是零

左素矩阵; 否则不是.

例 2.1 已知

A =

−x1 − x2 + 2 1 1
2x1(x1 + x2 − 2)

−2x1x2 0 x2
1x2 + 1


是 Q[x1, x2]

2×3 中的多项式矩阵, 其中 Q 是有理数域.

经计算, A 的所有 2× 2 阶子式分别为 2x1x2, x
2
1x2 + 1 和 −x1 − x2 + 2. 于是,

I2(A) = ⟨2x1x2, x
2
1x2 + 1,−x1 − x2 + 2⟩.

令 x1 > x2 且 ≺ 是 Q[x1, x2] 中关于单项式集合的字典序. 计算 I2(A) 关于 ≺ 的约化 Gröbner 基 G,

可得 G = {1}. 因此, A 是一个零左素矩阵.

Quillen [30] 和 Suslin [34] 独立解决了 Serre 猜想 [32], 从而建立了零素矩阵与幺模矩阵之间的联系,

此联系在后续的研究中被称为 Quillen-Suslin 定理.

引理 2.4 (Quillen-Suslin 定理) 已知 A ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 是零左素矩阵, 其中 l 6 m. 则存

在幺模矩阵 V ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
m×m 使得 AV = (Il, 0l×(m−l)).

2001 年, Lin 和 Bose [21] 在研究 Serre 猜想的推广时, 提出如下猜想: 若行满秩多项式矩阵 F ∈
K[x1, x2, . . . , xn]

l×m 满足 Jl(F ) = K[x1, x2, . . . , xn], 则 F 存在一个零左素分解, 其中 l 6 m. 该猜想

被称为 Lin-Bose 猜想, 随后 Liu 等 [24], Pommaret [29], Srinivas [33], Wang 和 Feng [35] 分别运用不同的

方法解决了此猜想, 其中 Wang 和 Feng [35] 将 Lin-Bose 猜想推广至秩亏情形.
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引理 2.5 [35] 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 的秩为 r,且 Jr(F ) = K[x1, x2, . . . , xn],其中 1 6 r 6

min{l,m}. 则存在 G1 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×r 和 F1 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]

r×m 使得

F = G1F1, (2.1)

其中 F1 是一个零左素矩阵. 此时, (2.1) 被称为 F 的零左素分解.

若引理 2.5 中的 G1 为零右素矩阵, 则 (2.1) 被称为 F 的零右素分解.

3 矩阵等价问题

2022 年, Li 等 [18] 尝试证明了如下命题: 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 的行列式为

det(F ) = (x1 − f1(x2, . . . , xn)) · (x1 − f2(x2, . . . , xn)),

其中 f1, f2 ∈ K[x2, . . . , xn] 互不相同, 则 F 与其 Smith 标准形等价的充分必要条件是 F 的各阶约化

子式均生成单位理想. 在探索的过程中, Li 等 [18] 构造了一个反例用以说明上述命题在一般情形下并

不成立. 随后, 2023 年 Liu 等 [25] 考虑了如下类型的上三角多项式矩阵:

F =



x1 − f(x2, . . . , xn)− c1 f12(x1, x2, . . . , xn) · · · f1l(x1, x2, . . . , xn)

x1 − f(x2, . . . , xn)− c2 · · · f2l(x1, x2, . . . , xn)

. . .
...

x1 − f(x2, . . . , xn)− cl


,

其中 c1, c2, . . . , cl ∈ K 互不相同. 易验证 F 的各阶约化子式均生成单位理想. 借助引理 2.1 和多元

多项式环中的多项式带余除法, Liu 等 [25] 证明了 F 与其 Smith 标准形等价. 本文研究发现, 当上述

c1, c2, . . . , cl 存在相同元素时, 仍有实例表明 F 与其 Smith 标准形等价.

例 3.1 已知

F1 =


x1 − x2 − 1 1 4x2 − 12

0 x1 − x2 − 1 3x2
2 − 3x2 + 16

0 0 x1 − x2 + 2


是 Q[x1, x2]

3×3 中的上三角矩阵, 其中 Q 是有理数域, x1 > x2 且 ≺ 是字典序. 在此例中, f(x2) = x2,

c1 = c2 = 1 且 c3 = −2.

由于 F1 的 1 × 1 阶子式中存在元素 1, 因此 d1(F1) = 1 且 J1(F1) = I1(F1) = Q[x1, x2]. F1 的所

有 2× 2 阶子式分别为 (x1 − x2 − 1)2, (x1 − x2 − 1)(3x2
2 − 3x2 + 16), −4x1x2 + 12x1 + 7x2

2 − 11x2 + 4,

(x1−x2−1)(x1−x2+2)和 x1−x2+2. 计算可得 d2(F1) = 1,于是 J2(F1) = I2(F1). 经验证, J2(F1)关

于 ≺的约化 Gröbner基为 {1},这表明 J2(F1) = Q[x1, x2]. 又由于 F1 是方阵,因此 J3(F1) = Q[x1, x2].

综上可知, F1 的各阶约化子式均生成单位理想, 且 F1 的 Smith 标准形为

S =


1

1

(x1 − x2 − 1)2(x1 − x2 + 2)

 .
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接下来, 证明 F1 与 S 等价.

令

A1 =


x2 + 1 −1 −4x2 + 12

0 x2 + 1 −3x2
2 + 3x2 − 16

0 0 x2 − 2

 ,

则 F1 = x1 · I3 −A1. 构造如下多项式矩阵:

A2 =


x2 + 1 −1 0

0 x2 + 1 −1

0 0 x2 − 2

 ,

且令 F2 = x1 · I3 −A2, 于是

F2 =


x1 − x2 − 1 1 0

0 x1 − x2 − 1 1

0 0 x1 − x2 + 2

 .

令

U =


1 0 0

−x1 + x2 + 1 1 0

(x1 − x2 − 1)(x1 − x2 + 2) −x1 + x2 − 2 1

 和 V =


0 0 1

1 0 −x1 + x2 + 1

0 1 (x1 − x2 − 1)2

 ,

计算可得 det(U) = det(V ) = 1, 这表明 U, V ∈ Q[x1, x2]
3×3 均为幺模矩阵. 经验证, 有 U · F2 · V = S,

即 F2 与 S 等价. 若能证明 F1 与 F2 等价, 则根据等价的传递性质可知 F1 与 S 等价. 由引理

2.1 可知, F1 与 F2 在 Q[x1, x2] 上等价的充分必要条件是 A1 与 A2 在 Q[x2] 上相似. 不妨假设

W = (wij)3×3 ∈ Q[x2]
3×3 为幺模矩阵, 且满足

W−1 ·A1 ·W = A2.

由 A1 ·W = W ·A2 可得如下方程组:

w11 = w22,

w21 = w31 = w32 = 0,

3w13 + w12 − w23 + w33(−4x2 + 12) = 0,

3w23 + w22 + w33(−3x2
2 + 3x2 − 16) = 0.

(3.1)

由 (3.1) 可知, W 是一个上三角方阵. 因为 det(W ) = 1, 所以可取

w11 = w22 = w33 = 1. (3.2)

6
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联立 (3.1) 和 (3.2) 可得 3w13 + w12 − w23 − 4x2 + 12 = 0,

3w23 − 3x2
2 + 3x2 − 15 = 0.

于是, w23 = x2
2 − x2 + 5 且 w12 + 3w13 = x2

2 + 3x2 − 7. 令 w12 = x2
2 + 2, 则 w13 = x2 − 3. 经上述计算,

找到 Q[x2]
3×3 中的一个幺模矩阵 W 满足 W−1 ·A1 ·W = A2, 其取值为

W =


1 x2

2 + 2 x2 − 3

0 1 x2
2 − x2 + 5

0 0 1

 .

从而, F1 与其 Smith 标准形等价.

本文在进一步的研究过程中发现,存在非上三角多项式方阵在满足行列式具有类似于文献 [25]中

的特殊形式时, 也与其 Smith 标准形等价, 如例 3.2 所示.

例 3.2 已知 F = (fij)2×2 ∈ Q[x1, x2, x3, x4]
2×2 且 Q 是有理数域, 其中

f11 = x1x4 − x3
2x4 − x3x

2
4 + 1,

f12 = x2
1 − 2x1x

3
2 − 2x1x3x4 + x1 + x6

2 + 2x3
2x3x4 − x3

2 + x2
3x

2
4 − x3x4,

f21 = x1x4 − x3
2x4 − x3x

2
4 − x4,

f22 = x2
1 − 2x1x

3
2 − 2x1x3x4 + x6

2 + 2x3
2x3x4 + x2

3x
2
4 − 1.

此时 F 不是上三角矩阵, 计算可得 det(F ) = (x1 − x3
2 − x3x4 − 1)(x1 − x3

2 − x3x4 + 1), d1(F ) = 1 且

d2(F ) = det(F ). 于是, F 的 Smith 标准形为

S =

1

(x1 − x3
2 − x3x4 − 1)(x1 − x3

2 − x3x4 + 1)

 .

因为 d1(F ) = 1, 所以 F 的所有 1× 1 阶约化子式分别为 f11, f12, f21 和 f22. 令 x1 > x2 > x3 > x4, 且

≺ 是字典序. 计算可得, J1(F ) 关于 ≺ 的约化 Gröbner 基为 {1}, 这表明 J1(F ) = Q[x1, x2, x3, x4]. 由

于 F 的 2 × 2 阶约化子式只有一个且为 1, 则有 J2(F ) = Q[x1, x2, x3, x4], 因此 F 的各阶约化子式均

生成单位理想. 为方便起见, 记 h(x1, x2, x3, x4) = x1 − x3
2 − x3x4. 构造如下两个方阵:

U =

1 + 1
2 (h

2 − h)x4 − 1
2h

2x4

1
2 (h− 1)2x4 1 + 1

2 (−h2 + h)x4

 和 V =

 1 −h2 − h

−1
2x4 1 + 1

2 (h
2 + h)x4

 ,

计算行列式可得 det(U) = det(V ) = 1, 这表明 U, V ∈ Q[x1, x2, x3, x4]
2×2 均是幺模矩阵. 经验证可得

U · F · V = S,

这表明 F 与其 Smith 标准形等价.

基于例 3.1 和 3.2, 本文提出如下问题.
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问题 3.1 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 满足 det(F ) =

∏t
i=1[x1 − f(x2, . . . , xn) − ci]

si , 其中

t, s1, . . . , st 为正整数, f ∈ K[x2, . . . , xn] 且 c1, . . . , ct ∈ K 互不相同. 问: F 与其 Smith 标准形等价的

充分必要条件是否为 F 的各阶约化子式均生成单位理想?

注 3.1 在文献 [25] 中, 研究对象为上三角方阵, 其行列式为无平方多项式, 由此可知其 Smith

标准形具有如下特殊形式:

1

. . .

1

[x1 − f(x2, . . . , xn)− c1] · · · [x1 − f(x2, . . . , xn)− cl]


.

与文献 [25]相比,问题 3.1中研究的多项式矩阵更为广泛:首先,方阵的行列式可包含重因子;其次,研

究对象可以是除上三角方阵的其他方阵. 这使得方阵的 Smith 标准形为如下形式:

∏t
i=1[x1−f(x2, . . . , xn)−ci]

s1i ∏t
i=1[x1−f(x2, . . . , xn)−ci]

s2i

. . . ∏t
i=1[x1−f(x2, . . . , xn)−ci]

sli


,

其中 (sj1, sj2, . . . , sjt) ∈ Zt
>0, Z>0 表示非负整数构成的集合, j = 1, . . . , l; 此外, s1i 6 s2i 6 · · · 6 sli 且∑l

j=1 sji = si, i = 1, . . . , t.

问题 3.1 中, F 是一个满秩的方阵. 在理论研究与实际应用中, 秩亏且非方阵情形下的多项式矩

阵是更为常见的研究对象, 因此本文在问题 3.1 的基础上提出另一个更具一般性的问题.

问题 3.2 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 的秩为 r, 其中 1 6 r 6 min{l,m}. 假设 dr(F ) =∏t

i=1[x1 − f(x2, . . . , xn)− ci]
si , 其中 t, s1, . . . , st 为正整数, f ∈ K[x2, . . . , xn] 且 c1, . . . , ct ∈ K 互不相

同. 问: F 与其 Smith 标准形等价的充分必要条件是否为 Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn] 对于 i = 1, . . . , r

均成立?

4 矩阵等价理论

本节首先通过建立两个多元多项式环之间的同构映射, 将问题 3.1 中的研究对象转化为行列式

是单变元多项式的情形, 再利用引理 2.3 给出理论证明, 从而达到解决问题 3.1 的目的. 其次, 运用

Quillen-Suslin 定理和多项式矩阵零素分解理论研究秩亏且非方阵情形, 从而完全解决问题 3.2. 最后,

通过一个实例来说明等价理论的有效性.

定义 4.1 引入不同于 x1, x2, . . . , xn 的新变元 z, 对任意给定的多项式 f ∈ K[x2, . . . , xn], 定义

如下映射:

ϕf : K[x1, x2, . . . , xn] → K[z, x2, . . . , xn],

h(x1, x2, . . . , xn) 7→ h(z + f, x2, . . . , xn),

其中 h ∈ K[x1, x2, . . . , xn].
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引理 4.1 定义 4.1 中的 ϕf 是一个同构映射.

证明 对于 K[x1, x2, . . . , xn] 中的任意多项式, 可将其视作 K[x2, . . . , xn][x1] 中的元素. 不妨设

h ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 关于 x1 的次数为 s, 其中 s 为非负整数, 于是 h 可写成如下形式:

h = a0 + a1 · x1 + · · ·+ as−1 · xs−1
1 + as · xs

1, (4.1)

其中 a0, a1, . . . , as−1, as ∈ K[x2, . . . , xn].

对于任意的 h1, h2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn], 不妨设 h1 和 h2 关于 x1 的次数分别为 s1 和 s2, 其中 s1

和 s2 均为非负整数. 基于 (4.1) 的表示形式, h1 和 h2 可分别表示如下:

h1 =

s1∑
i=0

a1i · xi
1 和 h2 =

s2∑
j=0

a2j · xj
1,

其中 a10, a11, . . . , a1s1 , a20, a21, . . . , a2s2 ∈ K[x2, . . . , xn].

接下来, 依次验证 ϕf 是一个环同态、单射和满射.

因为

ϕf (h1 + h2) = ϕf

( s1∑
i=0

a1i · xi
1 +

s2∑
j=0

a2j · xj
1

)

=

s1∑
i=0

a1i · (z + f)i +

s2∑
j=0

a2j · (z + f)j (由 ϕf 的定义保证此处等式成立)

= ϕf (h1) + ϕf (h2),

所以 ϕf 保持环的加法运算. 由于

ϕf (h1 · h2) = ϕf

(( s1∑
i=0

a1i · xi
1

)
·
( s2∑

j=0

a2j · xj
1

))
= ϕf (a10a20 + (a10a21 + a11a20) · x1 + · · ·+ (a1s1a2s2) · x

s1+s2
1 )

= a10a20 + (a10a21 + a11a20) · (z + f) + · · ·+ (a1s1a2s2) · (z + f)s1+s2

=

( s1∑
i=0

a1i · (z + f)i
)
·
( s2∑

j=0

a2j · (z + f)j
)

= ϕf (h1) · ϕf (h2),

从而 ϕf 保持环的乘法运算. 又因 ϕf (1) = 1, 即 ϕf 保持单位元映射, 于是 ϕf 是一个环同态.

若 ϕf (h1) = ϕf (h2), 则有

s1∑
i=0

a1i · (z + f)i =

s2∑
j=0

a2j · (z + f)j . (4.2)

不妨设 s1 6 s2, 由 (4.2) 可得

s1∑
j=0

(a2j − a1j) · (z + f)j +

s2∑
j=s1+1

a2j · (z + f)j = 0. (4.3)

9
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因为 (4.3) 的等号右边是零多项式, 所以有

a2j =

a1j , j = 0, . . . , s1,

0, j = s1 + 1, . . . , s2.

这表明 h1 = h2, 即 ϕf 是单射.

对于 K[z, x2, . . . , xn] 中任意给定的多项式 g(z, x2, . . . , xn), 不妨假设 g 关于 z 的次数是 s3, 其中

s3 为非负整数. 记 g 为如下形式:

g = b0 + b1 · z + · · ·+ bs3−1 · zs3−1 + bs3 · zs3 , (4.4)

其中 b0, b1, . . . , bs3 ∈ K[x2, . . . , xn]. 将 (4.4) 中的 z 改写为 (z + f)− f , 得到

g = b0 + b1 · [(z + f)− f ] + · · ·+ bs3−1 · [(z + f)− f ]s3−1 + bs3 · [(z + f)− f ]s3

=

s3∑
i=0

{( s3∑
j=i

(
j

i

)
bj(−f)j−i

)
· (z + f)i

}
.

令 ei =
∑s3

j=i

(
j
i

)
bj(−f)j−i, 则 ei ∈ K[x2, . . . , xn], 其中 i = 0, 1, . . . , s3. 令

g′ = e0 + e1 · x1 + · · ·+ es3−1 · xs3−1
1 + es3 · x

s3
1 ,

则 g′ ∈ K[x1, x2, . . . , xn]. 于是,

ϕf (g
′) = e0 + e1 · (z + f) + · · ·+ es3−1 · (z + f)s3−1 + es3 · (z + f)s3 = g,

这表明 ϕf 是满射. 引理得证.

由于 ϕf 是一个同构映射, 因此 ϕf 存在逆映射 ϕ−1
f , 并且为

ϕ−1
f : K[z, x2, . . . , xn] → K[x1, x2, . . . , xn],

g(z, x2, . . . , xn) 7→ g(x1 − f, x2, . . . , xn),

其中 g ∈ K[z, x2, . . . , xn].

已知 F = (fij)l×l ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l, 通过对 F 每一个位置的元素依次作用 ϕf , 则 ϕf 可以典

范延拓为如下同构映射:

ϕf : K[x1, x2, . . . , xn]
l×l → K[z, x2, . . . , xn]

l×l,

(fij)l×l 7→ (ϕf (fij))l×l.

引理 4.2 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 且 ϕf 是定义 4.1 中的映射, 则

det(ϕf (F )) = ϕf (det(F )).

证明 不妨设 F = (fij)l×l ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l. 由行列式的定义可知

det(ϕf (F )) =
∑

j1j2···jl

(−1)τ(j1j2···jl)ϕf (f1j1)ϕf (f2j2) · · ·ϕf (fljl),

10
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其中 τ(j1j2 · · · jl) 是关于排列 j1j2 · · · jl 的逆序数. 由引理 4.1 可知 ϕf 是同态映射, 因此

det(ϕf (F )) = ϕf

( ∑
j1j2···jl

(−1)τ(j1j2···jl)f1j1f2j2 · · · fljl
)

= ϕf (det(F )),

从而引理得证.

引理 4.3 已知 ϕf 是定义 4.1中的映射, F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 的秩为 r, 其中 1 6 r 6 l. 若对

于任意满足 1 6 i 6 r 的正整数 i 均有 Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn], 则有 Ji(ϕf (F )) = K[z, x2, . . . , xn] 且

di(ϕf (F )) = ϕf (di(F )), 其中 i = 1, . . . , r.

证明 对于任意给定的正整数 i0 且满足 1 6 i0 6 r, 假设 a1, . . . , aβ ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 为 F 的

i0 × i0 阶子式, b1, . . . , bβ ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 为 F 的 i0 × i0 阶约化子式, 于是有

aj = di0(F ) · bj , j = 1, . . . , β. (4.5)

由引理 4.1 可知 ϕf 是同态映射, 因此将 ϕf 作用在 (4.5) 上可得

ϕf (aj) = ϕf (di0(F )) · ϕf (bj), j = 1, . . . , β. (4.6)

又由引理 4.2 可得 ϕf (a1), ϕf (a2), . . . , ϕf (aβ) ∈ K[z, x2, . . . , xn] 为 ϕf (F ) 的 i0 × i0 阶子式. 因为

Ji0(F ) = K[x1, x2, . . . , xn], 所以存在 p1, p2, . . . , pβ ∈ K[x1, x2, . . . , xn] 使得

p1b1 + p2b2 + · · ·+ pβbβ = 1. (4.7)

于是, 将 ϕf 作用在 (4.7) 上可得

ϕf (p1)ϕf (b1) + ϕf (p2)ϕf (b2) + · · ·+ ϕf (pβ)ϕf (bβ) = ϕf (1) = 1. (4.8)

这表明

gcd(ϕf (b1), ϕf (b2), . . . , ϕf (bβ)) = 1.

结合 (4.6) 可知

ϕf (b1), ϕf (b2), . . . , ϕf (bβ) ∈ K[z, x2, . . . , xn]

为 ϕf (F ) 的 i0 × i0 阶约化子式. 此外, 由 (4.8) 可得

Ji0(ϕf (F )) = K[z, x2, . . . , xn] 且 di0(ϕf (F )) = ϕf (di0(F )).

引理得证.

定理 4.1 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 满足 det(F ) =

∏t
i=1[x1 − f(x2, . . . , xn) − ci]

si , 其中

t, s1, . . . , st 为正整数, f ∈ K[x2, . . . , xn] 且 c1, . . . , ct ∈ K 互不相同. 则 F 与其 Smith 标准形等价的充

分必要条件是 F 的各阶约化子式均生成单位理想.

证明 必要性 不妨设 F 的 Smith标准形为 S,易验证 Ji(S) = K[x1, x2, . . . , xn],其中 i = 1, . . . , l.

若 F 与其 Smith 标准形 S 等价, 根据引理 2.2 可得

Ji(F ) = Ji(S) = K[x1, x2, . . . , xn], i = 1, . . . , l.

11
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从而, F 的各阶约化子式均生成单位理想.

充分性 令 ϕf 是定义 4.1 中的映射, 则由引理 4.1 可知 ϕf 是同构映射. 因为

det(F ) =
t∏

i=1

[x1 − f(x2, . . . , xn)− ci]
si ,

所以由引理 4.2 有

det(ϕf (F )) = ϕf (det(F )) =
t∏

i=1

(z − ci)
si . (4.9)

由 (4.9) 可知 det(ϕf (F )) ∈ K[z] \ {0}. 因为 F 的各阶约化子式生成单位理想, 由引理 4.3 可得

Ji(ϕf (F )) = K[z, x2, . . . , xn] 且 di(ϕf (F )) = ϕf (di(F )), i = 1, . . . , l.

根据引理 2.3,可知 ϕf (F )与其 Smith标准形 S′ 等价. 于是,存在幺模矩阵 U ′, V ′ ∈ K[z, x2, . . . , xn]
l×l

使得

S′ = U ′ · ϕf (F ) · V ′. (4.10)

不妨设 ϕf (F ) 的 Smith 标准形为

S′ = diag{ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
l},

其中 ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
l ∈ K[z, x2, . . . , xn] 满足如下关系:

ω′
i =

di(ϕf (F ))

di−1(ϕf (F ))
, i = 1, . . . , l. (4.11)

将 (4.11) 通分, 并结合 di(ϕf (F )) = ϕf (di(F )) 可得

ϕf (di(F )) = ϕf (di−1(F )) · ω′
i, i = 1, . . . , l. (4.12)

由于 ϕf 是同构映射, 将其逆映射 ϕ−1
f 作用在 (4.12) 上, 可得

di(F ) = di−1(F ) · ϕ−1
f (ω′

i), i = 1, . . . , l. (4.13)

因为 di(F ) | det(F ), 所以 di(F ) ̸= 0 对于 i = 1, . . . , l 均成立. 因此, 由 (4.13) 可得

ϕ−1
f (ω′

i) =
di(F )

di−1(F )
, i = 1, . . . , l. (4.14)

由 (4.14) 可知

ϕ−1
f (S′) = diag{ϕ−1

f (ω′
1), ϕ

−1
f (ω′

2), . . . , ϕ
−1
f (ω′

l)}

为 F 的 Smith 标准形. 依据引理 4.2, 同理可验证

det(ϕ−1
f (U ′)) = ϕ−1

f (det(U ′)) 且 det(ϕ−1
f (V ′)) = ϕ−1

f (det(V ′)).

由于 U ′ 和 V ′ 是幺模矩阵, 因此 ϕ−1
f (U ′) 和 ϕ−1

f (V ′) 均为 K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 中的幺模矩阵. 将 ϕ−1

f

作用在 (4.10) 上, 可得

ϕ−1
f (S′) = ϕ−1

f (U ′) · F · ϕ−1
f (V ′), (4.15)

即 F 与其 Smith 标准形等价. 定理得证.

12
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推论 4.1 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×m 的秩为 r, 其中 1 6 r 6 min{l,m}. 假设 dr(F ) =∏t

i=1[x1 − f(x2, . . . , xn)− ci]
si , 其中 t, s1, . . . , st 为正整数, f ∈ K[x2, . . . , xn] 且 c1, . . . , ct ∈ K 互不相

同.则 F 与其 Smith标准形等价的充分必要条件是 Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn]对于 i = 1, . . . , r 均成立.

证明 必要性 不妨设 F 的 Smith标准形为 S,易验证 Ji(S) = K[x1, x2, . . . , xn],其中 i = 1, . . . , r.

若 F 与其 Smith 标准形 S 等价, 根据引理 2.2 可得

Ji(F ) = Ji(S) = K[x1, x2, . . . , xn], i = 1, . . . , r.

从而, F 的各阶约化子式均生成单位理想.

充分性 因为 Jr(F ) = K[x1, x2, . . . , xn], 所以由引理 2.5 可知, 存在

G1 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×r, F1 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]

r×m

使得

F = G1F1, (4.16)

其中 F1 是一个零左素矩阵. 根据 Quillen-Suslin 定理可知, 存在幺模矩阵

V ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
m×m

使得

F1V = (Ir, 0r×(m−r)). (4.17)

联立 (4.16) 和 (4.17), 可得

FV = (G1, 0l×(m−r)). (4.18)

由于 V 是幺模矩阵, 则 (4.18) 表明 F 与 (G1, 0l×(m−r)) 等价. 又基于引理 2.2 可得

Jr(G1) = Jr(F ) = K[x1, x2, . . . , xn].

由引理 2.5 可知, 存在

G2 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×r

和

G3 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
r×r

使得

G1 = G2G3, (4.19)

其中 G2 是一个零右素矩阵. 再次运用 Quillen-Suslin 定理, 存在幺模矩阵

U ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l

13
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使得

UG2 =

 Ir

0(l−r)×r

 . (4.20)

联立 (4.18)–(4.20), 可得

UFV =

 G3 0r×(m−r)

0(l−r)×r 0(l−r)×(m−r)

 . (4.21)

于是, 由引理 2.2 可得

di(G3) = di(F ) 且 Ji(G3) = Ji(F ) = K[x1, x2, . . . , xn], i = 1, . . . , r.

根据定理 4.1 可知, 存在幺模矩阵

U1, V1 ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
r×r

使得

U1G3V1 = diag{ω1, ω2, . . . , ωr}, (4.22)

其中

ωi =
di(G3)

di−1(G3)
=

di(F )

di−1(F )
, i = 1, . . . , r.

令

U2 =

U1

Il−r

 且 V2 =

V1

Im−r

 ,

则 U2 和 V2 均是幺模矩阵. 将 U2 和 V2 代入 (4.21) 并结合 (4.22), 可得

U2UFV V2 =

diag

{
d1(F )
d0(F ) ,

d2(F )
d1(F ) , . . . ,

dr(F )
dr−1(F )

}
0r×(m−r)

0(l−r)×r 0(l−r)×(m−r)

 . (4.23)

(4.23) 表明 F 与其 Smith 标准形等价. 推论得证.

基于定理 4.1和推论 4.1, 本文解决了问题 3.1和 3.2. 现针对如下实例, 通过本文提出的等价理论

来说明它是如何与其 Smith 标准形等价的.

例 4.1 已知

F =

 1− (x1 − x2
2 + x3)x2 (−x1 + x2

2 − x3 + 2)x2

(x1 − x2
2 + x3)(x1 − x2

2 + x3 + 1)2 (x1 − x2
2 + x3 + 1)2(x1 − x2

2 + x3 − 2)


是 Q[x1, x2, x3]

2×2 中的矩阵, 其中 Q 是有理数域, x1 > x2 > x3 且 ≺ 是字典序.

计算 F 的行列式可得

det(F ) = (x1 − x2
2 + x3 + 1)2(x1 − x2

2 + x3 − 2).

14
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令

f(x2, x3) = x2
2 − x3,

于是

det(F ) = (x1 − f(x2, x3) + 1)2(x1 − f(x2, x3)− 2)

符合定理 4.1 的矩阵类型.

F 的 1× 1 阶子式分别为 F [1, 1], F [1, 2], F [2, 1] 和 F [2, 2], 其中 F [i, j] 表示 F 的第 i 行第 j 列位

置的元素, 1 6 i, j 6 2. 计算可得 d1(F ) = 1, 这表明

J1(F ) = I1(F ) = ⟨F [1, 1], F [1, 2], F [2, 1], F [2, 2]⟩.

计算 J1(F ) 关于 ≺ 的约化 Gröbner 基 G, 可得 G = {1}, 于是 J1(F ) = Q[x1, x2, x3]. 由于

J2(F ) = Q[x1, x2, x3],

这说明 F 的各阶约化子式均生成单位理想, 由定理 4.1 可知 F 与其 Smith 标准形等价.

构造如下同构映射:

ϕf : Q[x1, x2, x3]
2×2 → Q[z, x2, x3]

2×2,

F = (fij(x1, x2, x3))2×2 7→ ϕf (F ) = (fij(z + f, x2, x3))2×2,

其中 z 是不同于 x1, x2 和 x3 的新变元. 于是,

ϕf (F ) =

 1− zx2 (−z + 2)x2

z(z + 1)2 (z + 1)2(z − 2)

 ,

且

det(ϕf (F )) = (z + 1)2(z − 2) ∈ Q[z].

此外, 由引理 4.3 可得

Ji(ϕf (F )) = Q[z, x2, x3] 且 di(ϕf (F )) = ϕf (di(F )), i = 1, 2.

根据引理 2.3 计算可得如下两个幺模矩阵:

U ′ =

 1 1
9x2

−z(z + 1)2 1− 1
9z(z + 1)2x2


和

V ′ =

1− 1
9z(z − 2)(z + 4)x2 −1

9 (z − 2)2(z + 4)x2

1
9z

2(z + 4)x2 1 + 1
9z(z − 2)(z + 4)x2


使得

U ′ · ϕf (F ) · V ′ =

1

(z + 1)2(z − 2)

 .

15
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令

U = ϕ−1
f (U ′)

且

V = ϕ−1
f (V ′),

即将 U ′ 和 V ′ 中的变元 z 用

x1 − f(x2, x3)

代替. 于是 U, V ∈ Q[x1, x2, x3]
2×2 为幺模矩阵, 且使得

U · F · V =

1

(x1 − x2
2 + x3 + 1)2(x1 − x2

2 + x3 − 2)

 .

注 4.1 在例 4.1 中, U ′ 和 V ′ 的计算主要依赖于引理 2.3 的构造性证明过程. 由于需要引入局

部化的概念, 因此具体计算过程在此省略, 感兴趣的读者可参见文献 [26].

5 结论

目前, 多元多项式矩阵的等价问题仍是开放性难题. 因此, 本文聚焦于某一类型的多元多项式方

阵, 研究其与 Smith 标准形的等价关系. 通过建立两个多项式环之间的同构映射, 将原方阵转化为行

列式为单变元多项式的方阵, 进而借助已有结果将其约化成 Smith 标准形. 随后, 运用 Quillen-Suslin

定理和多项式矩阵零素分解理论将该类型方阵推广至秩亏且非方阵情形. 由此, 证明 Frost 和 Storey

的断言在此情形下成立.

基于本文提出的两个问题与解决方案, 考虑如下问题. 已知 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
l×l 满足

det(F ) = g(xj) ·
t∏

i=1

[x1 − f(x2, . . . , xn)− ci]
si , (5.1)

其中

g ∈ K[xj ] \K 且 j ∈ {2, 3, . . . , n}.

问: 在此情形下, Frost 和 Storey 的断言是否成立? 若 F 秩亏且非方阵, 断言是否仍然正确? 与问题

3.1相比, (5.1)仅多了一个单变元多项式 g(xj). 但在本文构造的同构映射 ϕf 下, det(ϕf (F )) ∈ K[z, xj ]

是一个非平凡的二元多项式,导致引理 2.3不再适用,这为研究 F 与其 Smith标准形等价带来了困难.

上述问题有待进一步的研究, 我们期望本文提出的方法能够激发新的研究思路, 使得多元多项式矩阵

等价这一研究领域取得更大的进展.

致谢 感谢评审专家们对本文提出的宝贵修改意见和建议.
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The equivalence theory of Smith normal forms for multivariate
polynomial matrices

Dong Lu, Dingkang Wang, Fanghui Xiao & Xiaopeng Zheng

Abstract Multivariate polynomial matrices are fundamental objects of study in fields such as symbolic com-
putation, commutative algebra, and multidimensional systems, and the associated equivalence theory concerning
their Smith normal forms has broad applications. In this paper, we focus on a class of square multivariate poly-
nomial matrices possessing specific determinant structures. By establishing an isomorphism, we transform such
matrices into square matrices with univariate polynomial determinants. We then derive a necessary and sufficient
condition for the equivalence of such a matrix to its Smith normal form: namely, that the reduced minors of each
order generate the unit ideal. Furthermore, by utilizing the Quillen-Suslin theorem and the theory of zero prime
factorization for polynomial matrices, we extend this framework to the rank-deficient and non-square cases. The
equivalence of such a multivariate polynomial matrix to its Smith normal form can be determined using Gröbner
basis algorithms. An example demonstrates the effectiveness of the proposed equivalence theory.

Keywords multivariate polynomial matrix, Smith normal form, matrix equivalence, Gröbner basis
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